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Введение 

Задачей данного исследования являются раз-
работка и анализ математических моделей ба-
лансировки потоков и управления трафиком в 
транспортных системах с целью возможного 
уменьшения дорожных очередей (пробок). 

Существующие математические модели, ис-
пользуемые для анализа транспортных сетей и 
управления их работой, весьма разнообразны по 
решаемым задачам, применяемому математиче-
скому аппарату, степени детализации движения 
и используемым данным и могут быть разделе-
ны по типу на макроскопические (используют 
для описания потоков усредненные параметры, 
например среднюю скорость автомобиля и т.д.) 
и микроскопические (рассматривается движение 
каждого автомобиля) [1, 2]. 

К макроскопическим моделям можно отнести 
гидродинамические модели. К микроскопиче-
ским относятся кинетические модели, модель 
следования за лидером, модель оптимальной 
скорости, модели клеточных автоматов (Cellural 
Automata, CA) и, как частный вариант, модель 
Нагеля – Шрекенберга, модель прогноза загруз-
ки транспортных сетей, модели равновесного 
распределения потоков (эти прогнозные модели, 
в свою очередь, подразделяются еще на несколь-
ко видов), модели оптимальных стратегий. По-

мимо упомянутых выше моделей для управле-
ния дорожным трафиком могут быть использо-
ваны и другие методы, такие как теория массо-
вого обслуживания, теория графов и сетевого 
анализа, теория нечетких множеств. 

Математический аппарат систем массового 
обслуживания (СМО) является наиболее распро-
страненным математическим аппаратом, приме-
няемым, например, для анализа процессов в 
информационно вычислительной сети [3], и в 
определенной степени может быть использован 
для моделирования транспортных систем 
(напрашивается очевидная аналогия: дороги – 
это каналы связи, перекрестки – узлы 
обслуживания). Классическими работами в 
области теории СМО являются работы [4-6].  

На базе СМО были построены двухуров-
невые модели, включающие в себя модели 
магистральной сети, обслуживающей трафик 
между комплексами ЭВМ и терминальных 
сетей, описывающих терминальный доступ к 
комплексам ЭВМ. Модели, базирующиеся на 
математическом аппарате графов [7], сети Петри 
[8, 9], помогли устранить допущения о независи-
мости поступления трафика в каждый узел сети. 

Также к классическим работам можно 
отнести работы с применением математического 
аппарата теории графов и сетевого анализа для 
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анализа процессов в информационно-вычисли-
тельных сетях (ИВС). Теория графов позволяет 
решать многие задачи (маршрутизации, поиска 
кратчайших путей, планирования, оптимизации 
потока и др.). 

Совместное применение теории графов с 
теорией нечетких множеств (ТНМ) [10, 11] и 
теорией вероятности способствовало образова-
нию математического аппарата стохастических 
сетей (вероятностных графов), позволяющего 
получить более адекватные модели процессов в 
ИВС, переходы в которых не могут быть 
описаны детерминированными величинами. 

Теория нечеткой логики (ТНЛ) [12-17] 
является продолжением ТНМ, в частности ТНЛ 
оперирует булевыми переменными, вероятность 
значений которых задает характеристическая 
функция. Совмещение ТНЛ с теорией принятия 
решения (ТПР) позволило получить мощный 
математический аппарат принятия решений в 
условиях неопределенности влияющих факто-
ров. Данный математический аппарат приме-
няется для принятия решения в задачах 
оптимизации потоков в ИВС (о кратчайшем 
пути, о маршрутизации и другие). 

ТНЛ также требует описания существую-
щих моделей в ее элементах, что значительно 
расширяет ее возможности, однако усложняет 
построение самих моделей принятия решений. 

Несмотря на существующие разработки и 
конкретные решения в области управления, 
транспортные сети с точки зрения математиче-
ского моделирования и управления являются 
очень сложными и плохо изученными объектами. 
Можно продемонстрировать сложность их 
структуры, обратившись к элементу карты лю-
бого современного мегаполиса, например можно 
рассмотреть наземную транспортную сеть сто-
лицы одного из европейских государств (см. ри-
сунок 1). 

 
Рисунок 1 – Пример наземной дорожной сети  

современного мегаполиса (дорожная карта взята  
с ресурса www.yandex.ru) 

Также важность решения проблем управле-
ния транспортными потоками в Российской Фе-
дерации особо подчеркивается рядом законода-
тельных и нормативных документов. 

1. Приказ Минтранса РФ от 12 мая 2005 г. N 
45 “Об утверждении Транспортной стратегии 
Российской Федерации на период до 2020 года”. 

2. Закон г. Москвы от 5 мая 2010 г. N 17 "О 
Генеральном плане города Москвы" (с измене-
ниями и дополнениями). 

3. Федеральный закон от 8 ноября 2007 г. N 
257-ФЗ "Об автомобильных дорогах и о дорож-
ной деятельности в Российской Федерации и о 
внесении изменений в отдельные законно-
дательные акты Российской Федерации". 

Кратко объект управления можно описать 
следующим образом. Между узлами сети (пере-
крестками) по ребрам (дорогам) перемещаются 
автомобили, потоки которых регулируются све-
тофорами с фиксированными или переменными 
интервалами переключения. При увеличении 
интенсивности движения автомобили начинают 
скапливаться на перекрестках и образуется оче-
редь. Когда число машин в очереди достигает 
для данного направления на перекрестке некото-
рого критического порога – возникает пробка.  

Управлять потоками машин можно, динами-
чески изменяя интервалы времени переключения 
светофоров. При управлении светофорами (из-
менение интервалов включения/выключения) 
необходимо использовать модели, описывающие 
динамику транспортных потоков с учетом их 
коррекции, в результате мониторинга числа вхо-
дящих и выходящих с перекрестка машин, а 
также материального баланса общего числа ма-
шин, находящихся в данный момент в транс-
портной системе. Кроме того, необходимо учи-
тывать, что соседние узлы транспортной сети 
создают взаимосвязанные потоки, которые могут 
иметь недетерминированные характеристики 
законов распределения. 

Постановка задачи 

Разработка эффективной и адекватной мате-
матической и информационной модели работы 
транспортной сети города и управления вряд ли 
возможна на основе описанных выше традици-
онных моделей, например теории массового об-
служивания. Использование традиционных ме-
тодов, основанных на пуассоновских входных 
потоках и экспоненциальном характере времени 
обслуживания, не всегда оправданно. В случае 
отклонения коэффициентов вариаций этих рас-
пределений от единицы существующие методы 
аппроксимации, использующие два первых мо-
мента распределений входного потока и времени 
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обслуживания, имеют большую погрешность. 
Распределения и гистограммы потоков, получа-
емые для реальных сетей в результате измерений 
нагрузки и потоков, свидетельствуют об отличии 
потоков в транспортных сетях от пуассоновских. 

Решение задачи разработки моделей и алго-
ритмов управления стохастическими потоками с 
недетерминированными характеристиками рас-
пределения статистических параметров в транс-
портных сетях с нерегулярной случайной струк-
турой можно разделить на две подзадачи. 

1. Разработка модели описания и управления 
транспортными потоками на уровне отдельных 
узлов на основе стохастических моделей с неде-
терминированными параметрами статистических 
законов распределения времен поступления 
отдельных объектов (транспортных средств) на 
узел. 

2. Разработка модели управления работоспо-
собностью всей транспортной сети с нерегуляр-
ной случайной структурой, например на основе 
методов теории перколяции и результатов ис-
пользования стохастических моделей с неде-
терминированными параметрами. 

В рамках решения первой подзадачи могут 
быть определены зависимости вероятности бло-
кирования отдельных узлов от характеристик 
дорожного движения с течением времени. В 
рамках решения второй подзадачи можно, ис-
пользуя данные о вероятности блокировки от-
дельных узлов, определить зависимость от вре-
мени вероятности достижения порога перколя-
ции сети в целом (по сути это является процес-
сом самосогласования). Переход любого узла 
случайной сети из работоспособного состояния в 
блокированное состояние можно рассматривать 
как случайный процесс с некоторой вероятно-
стью перехода, и эта вероятность должна влиять 
на средний размер кластера (группа напрямую 
связанных между собой узлов) блокированных 
узлов. 

Разработка стохастической модели дорожного 
трафика 

Вывод стохастического уравнения 
Суть разработанной нами для описания 

функционирования отдельных узлов транспорт-
ной модели состоит в следующем: если рассмат-
ривать изменение потоков машин как случайный 
процесс и для каждого направления, каждого 
узла транспортной сети (перекрестка) задано 
критически допустимое число машин в очереди 
Li,j, то можно определить вероятность P(Li,j,t) 
того, что к моменту времени t число машин в 
очереди не превысит Li,j (пробка не образуется). 

Пусть за некоторый интервал времени τ на j–
й перекресток в i–м направлении в очередь по-
ступает ε машин и уезжает ξ машин. Весь про-
цесс обработки будет складываться из отдель-
ных шагов h, имеющих продолжительность τ, 

причём 


  – интенсивность входного потока, 

а 


  – интенсивность выходного потока ма-

шин. 
Обозначим через Px-ε,h – вероятность того, 

что в очереди после h шагов работы находится 
(x-ε) машин, а Px,h – вероятность того, что нахо-
дятся x-машин, и Px+ξ,h – вероятность того, что 
находится (x+ξ) машин. Тогда вероятность Px,h+1 
(см. рисунок 2) того, что на h+1-м шаге будет 
находиться x машин, будет равна: 
Px,h+1 = Px-ε,h + Px+ξ,h - Px,h. 

Введем t=hτ, где t – общее время процесса 
обработки, и получим: 
P(x,t+τ)=P(x-ε,t)+P(x+ ξ,t)-P(x,t). 

 
Рисунок 2 – Схема возможных переходов между 

состояниями, характеризующими число машин на 
j-м перекрестке, в i-м направлении на h+1-м шаге 

работы светофора 

Раскладывая полученное уравнение в ряд 
Тейлора, получаем: 
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Вторую производную по t можно исклю-
чить, поскольку по своему смыслу она описыва-
ет процесс, при котором сами машины могли бы 
быть источниками дополнительных машин. 
Учитывая в левой части члены, содержащие не 
более чем первую производную по t, а в правой 
не более чем вторую производную по x, получа-
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Cчитая, что µ и λ не зависят от x, и вводя обо-

значение 



2

22 
a  и  b , получаем: 

.),(),(),(
2

2

dx
txdPb

dx
txPda

dt
txdP

  

Поскольку функция P(x,t) является непре-
рывной, можно перейти от вероятности P(x,t) к 
плотности вероятности ρ(x,t), что позволит 
сформулировать и решить краевую задачу для 
описания стохастической модели обработки за-
явок на отдельном узле с недетерминированны-
ми параметрами статистического закона распре-
деления времен их поступления. 

При формализации описания процесса сто-
хастической динамики работы отдельного узла 
сети происходящие на нем (и в целом в сети) 
процессы можно рассматривать как совокуп-
ность случайных переходов между состояниями, 
определяемыми случайными величинами входя-
щего и выходящего потоков для отдельного узла 
(а для сети в целом изменением числа блокиро-
ванных и разблокированных узлов). Такая фор-
мализация позволяет вывести дифференциальное 
уравнение второго порядка (типа уравнения 
Колмогорова), описывающее стохастическую 
динамику изменения состояний как отдельных 
узлов, так сети в целом. 

Использование методов математического 
моделирования позволяет проанализировать ди-
намику стохастических процессов на узлах 
транспортной сети и определить зависимость 
вероятности (обозначим её Qi) достижения на 
узле перегруженного состояния (критического 
числа транспортных средств) от величины теку-
щего значения входных и выходных потоков и 
времени процесса. Значение величины Qi может 
быть использовано для описания работы транс-
портной сети в целом с позиций теории перколя-
ции на уровне, учитывающем топологию всей 
сети, а также динамику обработки заявок на от-
дельном узле [18]. 

Формулировка краевой задачи 

При числе машин x=L в очереди на j–й пе-
рекресток в i–м направлении, где L — некоторое 
критическое число, мы считаем, что узел обра-
ботки (j–й перекресток в i–м направлении) ста-
новится перегруженным (образуется пробка). 
Сама вероятность обнаружить такое состояние 
будет отлична от 0, а плотность вероятности, 
определяющая поток машин в состоянии x=L, 
необходимо положить равной 0 (мы стремимся 
избежать этого состояния), т.е. 

                             ρ(x,t)x=L=0.        (a) 

Второе граничное условие выбираем исходя 
из того, что состояние x=0 определяет простой в 
обработке. Сама вероятность обнаружить такое 
состояние будет отлична от 0, однако плотность 
вероятности, определяющая поток машин в со-
стоянии x=0, необходимо положить равной 0 
(мы также должны стремиться избежать это со-
стояние, т.к. оно соответствует случаю, когда 
светофор не закрывает данное направление, а это 
противоречит логике его работы), т.е. 

                            ρ(x,t)x=0=0.        (b) 

Поскольку в момент времени t=0 (начало 
расчета) на обработке может находиться x0 – 
машин, то начальное условие зададим в виде: 
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Т.к. начальное условие задано в виде δ-
функции, то это приводит к тому, что решение 
полученного дифференциального уравнения, 
оставаясь непрерывным в точке x = x0, будет ис-
пытывать в ней разрыв производной. Само ре-
шение может быть получено в виде двух функ-
ций. 

Решение краевой задачи и  
синхронизация потоков 

Функция ρ2(x,t) определяет плотность веро-
ятности того, что величина числа машин в оче-
реди находится на отрезке от 0 до x0, а функция 
ρ1(x,t)  – плотность вероятности нахождения на 
отрезке от x0 до критического значения L, опре-
деляющего образование пробки. 

Сумма интегралов 
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вероятность того, что к моменту времени t проб-
ка не образуется (число машин в очереди не пре-
высит L). 

Используя методы операционного исчисле-
ния для вероятности P(Li,j, x0|t) того, что к мо-
менту времени t пробка не образуется (число 
машин в очереди не превысит Li,j), можно полу-
чить выражение: 
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  и jijijib ,,,   , µi,j – число 

машин, выходящих из j-го узла транспортной се-
ти (перекресток/светофор) в i-м направлении за 
единицу времени (выходной поток), λi,j – число 
машин, входящих на узел за единицу времени 
(входной поток), t – время, x0 – число машин в 
очереди в момент начала шага работы светофора. 

Решение уравнения (1) относительно време-
ни t позволяет определить оптимальные интер-
валы времени включения светофоров. Однако 
это является ресурсоемкой вычислительной за-
дачей. Учитывая, что вычисления нужно одно-
временно проводить для множества направлений 
и перекрестков, а также необходимо синхрони-
зировать [см. уравнение (2)] на соседних пере-
крестках входящие и выходящие потоки машин, 
для моделирования движения использовали па-
раллельные вычисления. 
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где 1
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k

jix  – число машин, оставшихся не пропу-
щенными на данном направлении i данного j-го 
перекрестка, после выполнения (k-1)-го шага, r – 
число входящих на перекресток направлений, 

1
,
k
ji  – потоки, выходящие на (k-1)-м шаге по 

каждому из r – направлений на выбранный пере-
кресток. Любая машина из входящих на (k-1)-м 
шаге потоков может равновероятно выбрать на 
следующем шаге k одно из направлений r, по-
этому перед знаком суммы стоит числовой ко-

эффициент 
r
1

. 1
,
k
jiT  – время, в течение которого 

выбранное направление было закрыто светофо-
ром (не время открытия, а время «цикла про-
стоя») между двумя последовательными откры-
тиями. Заметим, что открытие всех направлений 
на выбранном узле может происходить не в 
строго периодической последовательности. По-
рядок работы направлений может изменяться в 
зависимости от характера движения. Интервал 
времени между двумя последовательными от-
крытиями одного и того же выбранного направ-

ления будет являться «циклом простоя», вели-
чина которого 1

,
k
jiT  может динамически изме-

няться. k
ji,  – изменение входящего в выбран-

ном направлении на выбранный узел потока ма-
шин за время 1

,
k
jiT . Общее число машин в сети в 

любой момент времени суток соответствует 
функции числа машин от времени суток. 1

,
k
ji  – 

время, в течение которого на (k-1)-м шаге были 
открыты входящие направления, пока выбранное 
исходящее направление было закрыто в течение 
времени 1

,
k
jiT . 1

,
k
ji  – поток, исходящий по вы-

бранному направлению на шаге k, k
jit ,  – интервал 

времени включения светофора на шаге k вы-
бранного направления [величину которого необ-
ходимо определить при решении уравнения для 
определения вероятности P(Li,j, x0|t) того, что к 
моменту времени t число машин в очереди не 
превысит Li,j (пробка не образуется)]. VD1 – ре-
комендуемая скорость. 

Исследование стохастической модели  
дорожного трафика с недетерминированным  

законом времени поступления  
транспортных средств 

Для моделирования транспортной сети и 
определения, является ли принципиально воз-
можным динамическое изменение интервалов 
времени переключения светофоров в данном го-
роде для предотвращения пробок, помимо урав-
нений (1) и (2), необходимо иметь модель изме-
нения числа машин от времени суток. Общее 
число машин в транспортной сети может быть 
задано для моделирования, например, функцией, 
изображенной на рисунке 3.  

 
Рисунок 3 – Загруженность дорог Москвы в тече-
ние одного из рабочих дней (кривая 1 – осень 2006 
года, кривая 2 – осень 2007 года). Загруженности в 

10 условных единиц (баллов) соответствует  
случай, когда все зарегистрированные в Москве и 
ближнем Подмосковье машины оказываются на 
дорогах. По статистике осень является наиболее 

загруженным периодом года 
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На основе уравнений (1) и (2) и функции, 
представленной на рисунке 3, был разработан 
ряд алгоритмов и создано программное обеспе-
чение (ПО), позволяющее моделировать транс-
портную сеть города и дорожные ситуации с 
«управляемыми» светофорами, которые регули-
руются согласно предлагаемой модели, и «не-
управляемыми» – светофоры с жёстко заданны-
ми режимами переключения. Это позволило 
провести проверку предлагаемого подхода. 

В модели случайного движения машин в го-
роде (получившей название “классическое дви-
жение”) уравнение (1) не используется, т.к. ин-
тервалы времени включения светофоров явля-
ются фиксированными и не могут динамически 
изменяться, а используются только уравнение 
(2) и данные рисунка 3. 

В качестве технологического решения в со-
зданном на основе разработанной модели и ал-
горитмов программном обеспечении (ПО) была 
реализована функция загрузки карт в формате 
Open Street Map (OSM) и использован «парсер» 
(распознаватель) этого формата, на выходе кото-
рого получается граф дорожной сети, и набор 
объектов WPF – для отображения их у пользова-
теля на экране компьютера, что необходимо для 
моделирования и эмулирования движения. 

Вторым этапом была реализация модели го-
рода, были реализованы классы дорог, пере-
крестков, дорожных направлений, светофоров и 
их состояний, а также машин и очередей ожида-
ний. Кроме того, были реализованы инструмен-
ты для «ввода» машин согласно суточному рас-
пределению (см. рисунок 3) и инструменты за-
дания поведения машин. 

В качестве простейшего критерия эффектив-
ности был выбран показатель общей длины всех 
очередей на всех перекрёстках загруженной кар-
ты. Пробкой считалась очередь автомобилей на 
светофоре, ожидающих разрешающего сигнала. 

Оказалось, что в предлагаемой модели за-
метно меньше «красных» цветов. Исследование 
длин очередей (см. рисунок 4) показывает при-
мерно двукратное снижение числа пробок при 
использовании модели с «управляемыми» све-
тофорами (нижняя кривая на рисунке 4). 

Реальная ситуация на дорогах может значи-
тельно расходиться с экспериментальным мате-
матическим моделированием, однако получен-
ные результаты позволяют говорить об адекват-
ности предлагаемой модели и возможности её 
использования в качестве основы проектирова-
ния сервисов управления в автоматизированных 
системах дорожного движения.  

Светофоры с фиксированными фазами рабо-
ты помогают решить проблему регулирования 

движения, но они менее эффективны и не могут 
реагировать на изменение дорожной ситуации 
(отсутствует обратная связь). Например, если 
циклические (суточные) изменения еще могут 
быть учтены при разработке фаз работы свето-
фора, то различные случайные факторы, такие 
как погодные условия, ремонтные работы, ава-
рийные ситуации на дороге, являются серьёзны-
ми факторами, снижающими эффективность 
всей дорожной сети в целом, и не могут быть 
учтены. 

 
Рисунок 4 – Сравнение эффективности  

предлагаемой модели с моделью фиксированных 
времен переключения светофоров 

В разработанных математических моделях 
описаны правила обслуживания перекрестков 
(время переключения светофоров), учтены мате-
риальный баланс числа машин в системе и связи 
их потоков между соседними перекрестками. 
Предлагаемый инструмент позволяет, используя 
реальную карту транспортной сети, создать её 
динамическую модель, эмулировать её работу, 
проверить, как в ней могут возникать пробки, и 
разработать алгоритмы управления. 

Выводы 

1. Разработаны модели описания в 
городских транспортных сетях стохастических 
транспортных потоков с недетерминированными 
характеристиками распределения статистичес-
ких параметров, позволяющие описывать зави-
симость вероятности блокирования отдельных 
узлов от характеристик дорожного движения с 
течением времени. 

2. В разработанных математических моделях 
описаны правила обслуживания перекрестков 
(время переключения светофоров), учтен мате-
риальный баланс числа машин в системе и связи 
потоков между соседними перекрестками. Пред-
лагаемая модель позволяет, используя реальную 
карту транспортной сети, создать её динами-
ческую модель, эмулировать её работу и возник-
новение пробок. 

3. Моделирование дорожной ситуации с 
«управляемыми», согласно предлагаемой моде-
ли, временами переключения светофоров и с 
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жёстко заданными режимами переключения 
(«классическое движение») показывает пример-
но двукратное снижение числа пробок при 
использовании разработанной модели «регули-
руемых» светофоров по сравнению с моделью 
«классическое движение».  

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, грант № 16-37-00373 мол_а, 
«Разработка перколяционных и стохастических 
моделей балансировки потоков и управления вы-
соконагруженными транспортными сетями». 
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The purpose of current article is to develop a traffic model to do some optimization of traffic flows. 
Based on the consideration of schemes of transition probabilities between transport node states a differential 
equation of the second order was obtained and a boundary-value problem whose solution describes the de-
pendence of the probability of blocking individual nodes of transport network from characteristics of the 
road traffic in time was formulated. A study of the lengths formed at traffic lights queue shows approximately 
two-fold reduction in the number of jams with the use of the developed model of "controlled" traffic lights 
compared with the "classical movement" with fixed time. 

Key words: transportation network, stochastic dynamics of network nodes blocking, flow balancing, 
boundary value problem. 
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