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Рассматривается задача определения показателей надежности резервированной восстанавли-
ваемой системы со смешанным по нагрузке резервом и индивидуальными переключателями. Целью 
работы  является получение соотношений, позволяющих оценить среднюю наработку до отказа, 
вероятность безотказной работы и коэффициент готовности такой системы с кратностью ре-
зервирования m = 2 при учете ненадежности индивидуальных переключателей. Используется  мар-
ковская модель системы. Граф переходов системы – «схема гибели и размножения». В результате 
решения задачи получены выражения для расчета перечисленных выше показателей надежности, 
оценки выигрышей в надежности по средней наработке до отказа, коэффициенту вынужденного 
простоя и вероятности отказа от применения рассматриваемой системы по сравнению с резерви-
рованной восстанавливаемой системой с нагруженным резервом. Эти выражения также примени-
мы при любом другом виде резерва по нагрузке и выполнении принятых допущений. 
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Введение 
Резервирование с восстановлением является 

высокоэффективным способом повышения 
надежности технических систем. При этом более 
надежной является система с ненагруженным 
резервом, чем система с нагруженным или об-
легченным резервом. Однако применение нена-
груженного резерва не всегда возможно на прак-
тике. Это связано с тем, что для включения в 
работу резервных элементов (подсистем) необ-
ходимы предварительный прогрев или подго-
товка их к работе, например, в радиоэлектрон-
ных системах. При этом система должна непре-
рывно работать или допускаются кратковремен-
ные перерывы в ее работе на время переключе-
ния элементов при их отказе. В этом случае 
применяют нагруженный или облегченный ре-
зерв, однако эффективность от их использования 
может быть мала, так как все элементы расхо-
дуют свой ресурс с момента включения системы. 
Смешанный по нагрузке резерв позволяет 
уменьшить этот недостаток, а при одинаковой 
избыточности дает выигрыш в надежности. При 

этом резервные элементы имеют разную степень 
нагрузки: от нагруженного до ненагруженного 
резерва, причем при отказе любого из элементов 
каждый из последующих переходит в режим ра-
боты предыдущего элемента. Для  выполнения 
этих действий используется переключатель, ко-
торый может быть общим или индивидуальным 
для каждого из элементов. Очевидно, что 
надежность системы в значительной мере зави-
сит от надежности переключателя. Поэтому при 
расчете надежности таких систем необходимо 
учитывать надежность этого устройства. 

Оценка надежности резервированных восста-
навливаемых систем со смешанным по нагрузке 
резервом приведена в работах [1 – 4]. Так, в [1] 
рассмотрена надежность восстанавливаемой си-
стемы со смешанным по нагрузке скользящим 
резервом с абсолютно надежным общим пере-
ключателем. В [2] дана оценка надежности вос-
станавливаемой системы со смешанным по 
нагрузке резервом и абсолютно надежными ин-
дивидуальными переключателями. 

В [3, 4] получены соотношения для оценки 
средней  наработки  до отказа, коэффициента го- 
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товности и вероятности безотказной работы вос-
станавливаемой системы со смешанным по на-
грузке резервом с учетом ненадежности общего 
переключателя. 

Цель работы – получение соотношений  для  
оценки средней наработки до отказа, вероятно-
сти безотказной работы и коэффициента готов-
ности резервированной восстанавливаемой сис-
темы со смешанным по нагрузке резервом с 
кратностью резервирования m = 2 при учете не-
надежности индивидуальных переключателей. 

Постановка задачи 

Отказ любого переключателя приводит к от-
казу соответствующей подсистемы. Структурная 
схема надежности системы показана на рисунке 1, 
где 1 – основная подсистема; 2, 3 – первая и вто-
рая резервные подсистемы соответственно; П1, 
П2, П3 – переключатели. Интенсивности отказов 
основной, первой и второй резервных подсистем 
– λ1, λ2 и λ3 соответственно. 

 
Рисунок 1 – Структурная схема надежности 

системы 

Пусть все подсистемы одинаковые и равно-
надежные при одном и том же режиме работы. 
Условия эксплуатации одинаковые для всех под-
систем. В исходном состоянии в зависимости от 
режима работы резервных подсистем между их 
интенсивностями отказов и интенсивностью от-
казов основной подсистемы могут быть сле-
дующие соотношения: 

1) λ1 = λ2, λ2 > λ3 – первая резервная подсис-
тема находится в нагруженном, а вторая – в об-
легченном или ненагруженном резерве; 

2) λ1 > λ2 > λ3 – первая резервная подсистема 
находится в облегченном, а вторая – в ненагру-
женном резерве. 

Считаем, что при отказе любой подсистемы 
происходит мгновенное переключение подсис-
тем и их интенсивности отказов в момент заме-
щения изменяются скачком. Например, если от-
кажет основная подсистема, то λ2 = λ1 и λ3 = λ2, 
или, если откажет не основная, а первая резерв-
ная подсистема, то λ3 = λ2, т.е. у оставшихся ра-

ботоспособных подсистем интенсивности отка-
зов λ1 и λ2. Также считаем, что переключатели 
равнонадежные, интенсивность отказов одного 
переключателя – λП. После возникновения отказа 
любая подсистема или любой переключатель 
сразу начинают восстанавливаться. Интенсив-
ность восстановления одной подсистемы – μ. 
После восстановления переключатель включает-
ся в работу, а подсистема – по мере необходимо-
сти. Потоки отказов и восстановлений простей-
шие, восстановление неограниченное. Необхо-
димо определить среднюю наработку до отказа, 
вероятность безотказной работы за наработку t и 
коэффициент готовности рассматриваемой сис-
темы. 

Решение задачи 
Рассмотрим переключатели как элементы 

подсистем, интенсивности отказов которых сле-
дующие: 
   λ1П = λ1 + λП,     λ2П = λ2 + λП,     λ3П = λ3 + λП,  (1) 
где λ1П, λ2П, λ3П – интенсивности отказов первой, 
второй, третьей подсистем с переключателями.  

Полагаем, что интенсивность восстановления 
одной подсистемы с переключателем равна μ. 

Так как потоки отказов и восстановлений 
простейшие, то процесс, протекающий в систе-
ме, представляет собой марковский случайный 
процесс. Граф переходов системы – «схема ги-
бели и размножения» показан на рисунке 2. 

 
Рисунок 2 – Граф переходов системы 

Здесь Н0, Н1, Н2, Н3 – состояния системы.   
Н0 – все подсистемы работоспособные; Н1 – от-
казала одна подсистема; Н2 – отказали две под-
системы; Н3 – отказали все подсистемы. Λ0, Λ1, 
Λ2, М1, М2, М3 – интенсивности переходов сис-
темы из одного состояния в другое, причем 
Λ0 = λ1П + λ2П + λ3П,   Λ1 = λ1П + λ2П,    Λ2 = λ1П. (2) 

При неограниченном восстановлении 
М1 = μ,     М2 = 2μ,     М3 = 3μ.               (3) 

Определим среднюю наработку до отказа и 
вероятность безотказной работы системы. В 
этом случае она представляет собой систему с 
поглощающим экраном, т.е. интенсивность пе-
рехода М3 = 0. Граф переходов системы прини-
мает вид, показанный на рисунке 3. 

 
Рисунок 3 – Граф переходов системы 

с поглощающим экраном 
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Так как состояние Н3 является неблагопри-
ятным, а состояния Н0, Н1, Н2 – несовместными 
благоприятными, то вероятность безотказной 
работы системы за наработку t 

)()()()( 210С t+Pt+Pt=PtP  , 

где )( ),( ),( 210 tPtPtP  – вероятности состояний 
системы Н0, Н1, Н2 соответственно в момент 
времени t. 

Средняя наработка до отказа системы 
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где СР.2СР.1СР.0  , , TTT  – среднее время нахождения 
системы в состоянии Н0, Н1, Н2 соответственно.  

Для оценки средней наработки до отказа и 
вероятности безотказной работы необходимо 
составить и решить следующие дифференциаль-
ные уравнения Колмогорова для вероятностей 
состояний системы: 
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Считаем, что начальные условия следующие: 
P0(0) = 1 и P1(0) = P2(0) = 0 (вероятность состоя-
ния системы H3 при t = 0 P3(0) тоже равна нулю). 

При определении средней наработки до от-
каза систему уравнений (5) можно не решать, а 
воспользоваться готовыми результатами, приве-
денными в [2], так как граф переходов систем 
один и тот же. Тогда имеем следующие выраже-
ния: 
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Формулы (6) – (8) также можно получить, 
если воспользоваться результатами [3], приняв в 
них интенсивности переходов Λ0П, Λ1П и Λ2П 
равными нулю (граф переходов системы с об-
щим переключателем сведется к графу, показан-
ному на рисунке 3) и выполнив алгебраические 
преобразования. 

Подставляя соотношения (6) – (8) в выраже-
ние (4), определяем среднюю наработку до отка-
за резервированной восстанавливаемой системы 

со смешанным по нагрузке резервом через ин-
тенсивности переходов: 
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С учетом выражений (2), (1) и (3) получаем в 
окончательном виде соотношение для оценки 
средней наработки до отказа рассматриваемой 
системы при неограниченном восстановлении: 
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Для определения вероятности безотказной 

работы систему уравнений (5) также можно не 
решать, а использовать результаты [4], приняв в 
них .0ΛΛΛ 2П1П0П  Тогда имеем: 
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Здесь , b, cc, b   – коэффициенты, которые 
находятся следующим образом: 
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,3,1 , ksk  – корни кубического уравнения в 
канонической форме 
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Для нахождения корней уравнения (16) вве-
дем вместо s новую переменную 
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Уравнение (16) примет вид: 
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Для решения уравнения (19) необходимо 
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определить знак дискриминанта 

.32 pqD   
Так как λ1 << μ, то анализ дискриминанта D 

показал, что он является отрицательной величи-
ной, т.е. уравнение (19) имеет три действитель-
ных различных корня. При этом q > 0, p < 0. С 
учетом сказанного корни уравнения (19) можно 
представить через вспомогательные величины    
r и φ: 
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Здесь квадратный корень взят со знаком плюс, 
так как знак r должен совпадать со знаком q. 

Для проверки правильности решения урав-
нения (19) необходимо использовать свойство 
корней: 

(27)                    .0321  yyy  
Из выражения (18) следует, что корни урав-

нения (16) имеют вид: 

(28)                        ,
311
bys   

(29)                        ,
322
bys   

(30)                        .
333
bys   

Таким образом, методика оценки вероятно-
сти безотказной работы рассматриваемой систе-
мы состоит в следующем: 

– определяем интенсивности всех переходов 
графа, показанного на рисунке 3, по формулам 
(2), (1) и (3); 

– рассчитываем коэффициенты b', c', b, c, d, 
q, p, используя соотношения (12) – (15), (17), 
(20), (21); 

– вычисляем вспомогательные величины r и 
φ по выражениям (26) и (25); 

– определяем корни уравнения (19) по фор-
мулам (22) – (24), проверив правильность реше-
ния этого уравнения с помощью равенства (27); 

– находим корни уравнения (16), используя 
выражения (28) – (30); 

– вычисляем вероятность безотказной рабо-
ты системы за наработку t по формуле (11). 

Определим коэффициент готовности систе-
мы. В этом случае она является системой с от-
ражающим экраном, т.е. интенсивность перехода 
М3 ≠ 0. Граф переходов такой системы показан 
на рисунке 2. 

Для оценки коэффициента готовности необ-
ходимо составить систему уравнений Колмого-
рова; найти предельные вероятности состояний 
системы Р0, Р1, Р2, Р3 для ее установившегося 
режима с использованием нормировочного ус-
ловия: 

Р0 + Р1 + Р2 + Р3 = 1; 
определить коэффициент готовности системы: 

KГ.С = Р0 + Р1 + Р2. 
Однако решение подобной задачи приведено 

в работе [2] для резервированной восстанавли-
ваемой системы со смешанным по нагрузке ре-
зервом с кратностью резервирования m = 2 и аб-
солютно надежными индивидуальными пере-
ключателями (граф переходов систем один и тот 
же). С учетом этого имеем следующее выраже-
ние для оценки коэффициента готовности рас-
сматриваемой системы через интенсивности пе-
реходов: 
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Используя соотношения (2), (1) и (3), полу-
чаем в окончательном виде выражение для рас-
чета коэффициента готовности рассматриваемой 
системы с неограниченным восстановлением: 

 П21П321Г.С 2λλλ)(3λλλ([μ  3K
 21П321

2 λ([ )3λλλ(λ ]{2)2μ  
(32)      .}6μ]μ6)3μλλ)(λ2 132

П1П
  

Итак, для определения коэффициента готов-
ности, вероятности безотказной работы и сред-
ней наработки до отказа резервированной вос-
станавливаемой системы со смешанным по на-
грузке резервом и индивидуальными переключа-
телями необходимо знать интенсивности отказов 
подсистем, переключателей и интенсивность 
восстановления одной подсистемы. 

Из анализа формул (9), (11) и (31) с учетом 
равенств (2), (1) и (3) следует, что повышение 
надежности рассматриваемой системы обеспе-
чивается  уменьшением  λ1, λ2, λ3, λП  и увеличе-
нием μ. 

Следует заметить, что выражения (9), (11) и 
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(31) справедливы при любом другом виде резер-
ва по нагрузке, если выполняются принятые до-
пущения. При этом для системы с нагруженным 
резервом интенсивности переходов следующие: 

(33)      
 ;λλ                   

),λλ(2       ),λλ(3
 

П12

П11П10








 

для системы с облегченным резервом 

,λλΛ                     
 ,2λλλΛ     ,3λ2λλ

П12

ПО11ПО10




 

где Оλ  – интенсивность отказов резервной под-
системы; 
для системы с ненагруженным резервом 

.λλΛ    ,2λλΛ    ,3λλΛ П12П11П10   
 

Остальные интенсивности переходов опре-
деляются по формулам (3). 

Рассмотрим пример использования полу-
ченных соотношений для оценки выигрышей в 
надежности по средней наработке до отказа и 
коэффициенту вынужденного простоя – GТ и GK 
соответственно от применения резервированной 
восстанавливаемой системы со смешанным по 
нагрузке резервом по сравнению с резервиро-
ванной восстанавливаемой системой с нагру-
женным резервом (m = 2) при неограниченном 
восстановлении. При этом степень нагрузки пер-
вых резервных подсистем в данных системах 
одинакова – обе являются нагруженными ре-
зервными подсистемами, λ2 = λ1. Вторая резерв-
ная подсистема в системе со смешанным по на-
грузке резервом находится в ненагруженном ре-
зерве, λ3 = 0. Индивидуальные переключатели 
высоконадежные, λП << λ1. 

Определим выигрыш в надежности по сред-
ней наработке до отказа. На основании выраже-
ния (10) оценим среднюю наработку до отказа 
системы со смешанным по нагрузке резервом 

(34)             .
λ4

)μ2λ)(μλ2(λ6
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При λ1 << μ соотношение (34) примет вид: 
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Для системы с нагруженным резервом ин-
тенсивности отказов всех подсистем одинако-
вые, λ1 = λ2 = λ3. Тогда согласно формулам (9), 
(33) и (3) получим: 
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В результате выигрыш в надежности по 

средней наработке до отказа от использования 
смешанного по нагрузке резерва GТ ≈ 1,5. 

Найдем выигрыш в надежности по коэффи-
циенту вынужденного простоя. Коэффициент 
вынужденного простоя системы 

.1 Г.СВ.П.С KK   

С учетом выражения (31) приходим к сле-
дующему равенству: 
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На основе формулы (35) получим: коэффи-
циент вынужденного простоя системы со сме-
шанным по нагрузке резервом 
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коэффициент вынужденного простоя системы с 
нагруженным резервом 

.
μ
λ

μ
λ

μ
λ3

μ
λ3

1
μ
λ

3

3
1

1

3

3
1

2

2
11

3

3
1

В.П.С 













K  

В результате выигрыш в надежности по ко-
эффициенту вынужденного простоя от примене-
ния смешанного по нагрузке резерва GK ≈ 1,5. 

Что касается выигрыша в надежности по ве-
роятности отказа GQ, то проведенные расчеты с 
использованием пакета MathCAD Prime 2.0 по-
казали, что GQ ≈ 1,5. 

Очевидно, если для рассматриваемой систе-
мы со смешанным по нагрузке резервом выпол-
няются следующие условия: λ1 > λ2 > λ3, λ2 = λО, 
λ3 = 0, то значения выигрышей в надежности по 
средней наработке до отказа, коэффициенту вы-
нужденного простоя и вероятности отказа от ис-
пользования такой системы по сравнению с ре-
зервированной восстанавливаемой системой с 
облегченным резервом будут находиться в ин-
тервале приближенно от 1 до 1,5. Значения вы-
игрышей в надежности будут зависеть от отно-
шения λО / λ1. Чем оно больше, тем больше вы-
игрыши в надежности. 

Выводы 

Итак, чтобы выигрыши в надежности по 
средней наработке до отказа, коэффициенту вы-
нужденного простоя и вероятности отказа от ис-
пользования резервированной восстанавливае-
мой системы со смешанным по нагрузке резер-
вом по сравнению с резервированной восстанав-
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ливаемой системой с нагруженным резервом 
были близки к 1,5, необходимо иметь в системе 
высоконадежные индивидуальные переключате-
ли. Аналогичный вывод можно сделать для рас-
сматриваемой системы со смешанным по на-
грузке резервом при других соотношениях меж-
ду интенсивностями отказов  λ1, λ2 и λ3, но необ-
ходимо, чтобы отношение λО / λ1 было близко к 
единице. 

Таким образом, получены соотношения для 
оценки надежности резервированной восстанав-
ливаемой системы со смешанным по нагрузке 
резервом и кратностью резервирования m = 2      
с учетом ненадежности индивидуальных пере-
ключателей. Эти соотношения также применимы 
при  любом  другом  виде  резерва  по нагрузке и  

 

выполнении принятых допущений. 
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