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Предложен и исследован метод восстановления коэффициентов дискретной автокорреляцион-
ной функции случайных унимодальных по спектру сигналов с неизвестной формой спектральной 
плотности мощности. Цель работы — разработка методики повышения точности спектрального 
оценивания сигналов при априорной неопределённости формы их спектральной моды. Метод базиру-
ется на оценке оптимального значения весового коэффициента α, характеризующего долю гауссов-
ской и долю (1−α) резонансной составляющих в огибающей унимодального спектра. Оценка коэффи-
циента α даёт возможность восстановить искаженные шумами коэффициенты автокорреляции 
случайного процесса для повышения качества его спектрального оценивания. Экспериментальные 
исследования показали, что предлагаемый метод дает возможность уменьшать в 4…10 раз невязку 
между контрольным и оцениваемым спектрами по сравнению с известными подходами к парамет-
рическому спектральному анализу, в частности с методом авторегрессии. Увеличение адекватно-
сти спектрального оценивания даёт возможность сократить в 4…5 раз длину анализируемой вре-
менной выборки при сохранении достигаемой другими известными параметрическими методами 
точности. Выигрыши достигаются за счёт использования априорной информации о спектральных 
свойствах процесса. 
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Введение 

В настоящее время в различных областях 
радиотехники существует проблема компенса-
ции влияния шумов, осложняющих спектраль-
ное оценивание квазистационарных сигналов. 
Решение этой задачи характерно, в частности, 
для параметрического спектрального анализа, 
основанного на восстановленных коэффициен-
тах автокорреляционной функции [1]. Подобное 
восстановление возможно, например, в тех при-
кладных областях, в которых спектральная 
плотность мощности исходных, неподвержен-
ных влиянию шумов, сигналов имеет унимо-
дальный вид с частично известными параметра-
ми спектральной моды, например её шириной. К 
таким областям можно, в частности, отнести об-
работку и оценивание параметров отражений 
электромагнитных волн от протяжённых объек-
тов (гидрометеоров, подстилающей поверхно-

сти), техническую и медицинскую диагностику. 
Известные подходы к параметрическому 

спектральному анализу сигналов основаны на 
оценке коэффициентов их дискретной автокор-
реляционной функции (автокорреляционной по-
следовательности) с последующим построением 
параметрической модели. На этом принципе ба-
зируется, например, метод спектрального анали-
за MUSIC (Multi-Signal Classification) [2, 3] и ме-
тоды, предполагающие решение уравнения 
Юла – Уолкера [3]. 

Вместе с тем, как будет показано ниже, су-
ществует возможность путём оценивания опти-
мального значения весового коэффициента α, 
характеризующего долю гауссовской и долю 
(1−α) резонансной составляющих в огибающей 
унимодального спектра, компенсировать дест-
руктивное воздействие аддитивного белого гаус-
совского шума на автокорреляционные свойства 
экспериментального полезного сигнала. 
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Отметим, что неточные оценки коэффици-
ентов автокорреляции приводят к существенно-
му ухудшению качества параметрического спек-
трального оценивания [4]. На основе восстанов-
ленных коэффициентов автокорреляции удаётся 
построить более адекватные оценки спектраль-
ной плотности мощности (СПМ), например с 
помощью авторегрессионных подходов [4], и 
сопоставить полученные результаты с извест-
ными методами решения проблемы компенсации 
воздействия шума на полезный сигнал. Сопос-
тавление целесообразно осуществить по фор-
мальному критерию, который может быть оха-
рактеризован, например, среднеквадратическим 
отклонением полученных спектральных оценок s 
от контрольного спектра c [5, 6]. Под контроль-
ным спектром c подразумевается спектральная 
оценка по незашумлённым данным. 

Отметим, что обычно для повышения спек-
трального разрешения, особенно при существен-
ных ограничениях на длительность наблюдений, 
используют авторегрессионную (АР) модель, 
применяя параметрический подход к оценке 
спектра [3, 7, 8]. Поскольку в работе рассматри-
ваются достаточно узкополосные процессы c 
небольшой относительной шириной ΔFT спектра 
(ΔFT<0,3), то в качестве параметрического ме-
тода спектрального оценивания эффективно ис-
пользование АР-модели оптимизируемого по-
рядка p [3, 9]. 

Теоретическая часть 

При воздействии аддитивного белого гаус-
совского шума на полезный сигнал автокорреля-
ционная матрица R наблюдаемого случайного 
процесса представляется суммой его коррелиро-
ванной Ř и некоррелированной PnI компонент 
соответственно: 

R=Ř+PnI, (1) 
где Ř — нормированная к единичной дисперсии 
[(p+1)×(p+1)]-мерная автокорреляционная мат-
рица полезного сигнала,  
I — [(p+1)×(p+1)]-мерная единичная матрица, 
Pn — относительная мощность шума. Отметим, 
что матрица R для рассматриваемого квазиста-
ционарного мешающего процесса является эр-
митовой и теплицевой. Поэтому структура мат-
рицы R имеет ленточный вид [10]: 
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где Řj — нормированные к дисперсии коррели-
рованной (полезной) составляющей коэффици-

енты автокорреляции j-го порядка; j=0, 1, …, p; 
* — знак комплексного сопряжения. 

Рассмотрим класс унимодальных по спектру 
стационарных на интервале наблюдения процес-
сов, имеющих смешанную (гауссовскую и резо-
нансную) форму огибающей спектральной плот-
ности мощности. Известно [5, 10], что при сме-
шанной форме моды спектра модули коэффици-
ентов Řj автокорреляции подобных процессов 
сводятся к виду: 

Г р(1 ) , [0; 1],    Ř Ř Ř  (3) 

где ŘГ — [(p+1)×(p+1)]-мерная матрица автокор-
реляции для гауссовской огибающей спектра, 
элементы которой 
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ŘР — [(p+1)×(p+1)]-мерная матрица автокорре-
ляции для резонансной огибающей при единич-
ной дисперсии унимодального по спектру слу-
чайного процесса, элементы которой 

Р ,
exp(   );

j k
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α, (1−α) — доли гауссовской и резонансной со-
ставляющих в огибающей унимодального энер-
гетического спектра соответственно; 
j, k=0, 1, … p. 

Для компенсации деструктивного воздейст-
вия шума на точность оценки коэффициентов Rj 
автокорреляции оценим оптимальное значение α 
при заданной (известной) относительной ширине 
ΔFT моды спектра. Оптимизацию произведём по 
критерию минимума квадрата длины                    
Ε (p+1)-мерного вектора ε невязки: 

H  ε ε , где 
Г n Р n  ( ) (1 )( )P P      ε Ri Ř i I Ř i I , (4) 

где i — (p+1)-мерный крайний левый вектор-
столбец единичной матрицы; H – знак комплекс-
ного сопряжения и транспонирования. 

Выражения (4) описывают оптимизацион-
ную функцию: 
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Для определения оптимального значения α 
возьмем производную по α от функции (5): 
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Приравняв (6) к нулю, получим оптимальное 
значение α: 

Г n Р n

Р n

1

Г n Р n

Г n Р n

H

H

α ( ) ( )

( )

( ) ( )
.

( ) ( )

P P

P

P P

P P



     

 

       
   



   



   

Ř I i Ř I i

Ri Ř I i

Ř I i Ř I i

Ř I i Ř I i

 
(7) 

Упростив выражение (7), представим опти-
мальную величину α в более компактном виде: 
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Отметим, что используя полученное из (8) 
значение α, можно восстановить коэффициенты 
Řj автокорреляции анализируемого случайного 
процесса. Ниже подтверждается эффективность 
подобного восстановления и его положительное 
влияние на точность спектральных оценок уни-
модальных по спектру процессов с априорно не-
известной формой спектральной плотности 
мощности. 

Экспериментальные исследования 

На рисунке 1 приведены результаты спек-
трального оценивания с помощью параметриче-
ских методов в условиях сильных зашумлений 
(отношение Pn мощностей исследуемого корре-
лированного сигнала и аддитивного белого шума 
составляет Pn=10−2). Относительная ширина ΔFT 
спектральной моды принята равной 10 % от все-
го наблюдаемого спектра частот (ΔFT=0,1). Та-
кое значение величины ΔFT соответствует ти-
пичным радиоотражениями от облачности 
[11, 12] для сантиметровой импульсной радио-
локационной системы при низкой частоте по-
вторения зондирующих импульсов [7, 9]. 

 
Рисунок 1  — Оценки спектральных 

плотностей мощности 

На рисунке 1 введены следующие условные 
обозначения: S(l/L) – нормированная к своему 
максимальному значению спектральная плот-

ность мощности в относительных единицах;  
l/L – относительная частота, числено равная от-
ношению номера l текущего спектрального от-
счёта к общему числу L спектральных отсчётов 
(L=1024); сплошная тонкая кривая 1 – контроль-
ный спектр (СПМ, полученная по теоретическим 
данным с помощью АР-модели тридцатого по-
рядка); точечная кривая 2 – СПМ, полученная c 
помощью известной АР-модели [3]; пунктирная 
кривая 3 – СПМ, полученная на основе метода 
MUSIC [2]; сплошная жирная кривая 4 – оценка 
спектра с помощью предлагаемого подхода. 
Кривые 2, 3, 4 получены при одинаковом поряд-
ке p=5 сопоставляемых методов параметриче-
ского спектрального анализа. 

При анализе рисунка 1 можно прийти к за-
ключению о том, что качество оценивания спек-
тра предлагаемым подходом лучше, чем извест-
ными параметрическими методами. 

Для объективной оценки эффективности со-
поставляемых способов спектрального анализа 
сформируем вектор εs невязки между L-мерными 
векторами отсчетов спектральных плотностей 
мощности: 

                          s , ε c s                               (9) 
где c — L-мерный вектор СПМ контрольной мо-
дели, в качестве которой используется энергети-
ческий спектр, полученный с помощью           
АР-модели большого (p=30) порядка при неог-
раниченной выборке M→∞ (приняты рассчитан-
ные теоретически коэффициенты корреляции); 
s — L-мерный вектор СПМ, полученный сопос-
тавляемыми с контрольной моделью методами. 

В качестве критерия адекватности принята 
нормированная величина Εs квадрата длины 
L-мерного вектора-столбца εs невязки: 

                       T
s s sЕ / .L ε ε                          (10) 

Результаты сравнения адекватности спек-
трального оценивания при использовании раз-
личных подходов сведены в таблицу 1. Данные 
получены при длине М выборки, по которой 
производилось оценивание автокорреляционной 
матрицы R, M=1000. 
Таблица 1— Сравнение адекватности методов 

 

Метод MUSIC АР Предлагаемый 

Невяз-
ка Εs 

 
0,079 

 
5,653∙10−3 

 
5,677∙10−4 

При анализе данных, сведенных в таблицу 1, 
можно сделать вывод о том, что нормированный 
квадрат длины Εs вектора εs невязки, рассчитан-
ный по выражениям (9), (10), у предлагаемого 
подхода имеет приблизительно в 10 раз мень-
шую величину, чем у известной АР-модели и в 
139 раз, чем у метода MUSIC. 
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Проанализируем влияние аддитивного бело-
го гауссовского шума на адекватность спек-
трального оценивания описанного выше корре-
лированного процесса (см. таблицу 2). 
Таблица  2  — Сравнение адекватности методов 

 

Метод 
 

Pn 
MUSIC  АР Предлагаемый 

10−3 0,079 2,619∙10−3 3,672∙10−4 
10−4 0,079 2,115∙10−3 3,262∙10−4 
10−5 0,077 1,614∙10−3 3,161∙10−4 

При формировании приведенной в таблице 2 
зависимости величины Εs от относительной 
мощности Pn некоррелированного шума были 
приняты следующие параметры: L=1024; 
ΔFT=0,1; p=5 и M=1000. 

Анализ данных, приведённых в таблице 2, 
показал, что нормированные квадраты длин Εs 
векторов εs невязки для спектрального оценива-
ния известными методами авторегрессии и    
MUSIC в широком диапазоне изменений отно-
сительной мощности Pn=[10−5; 10−2] шума имеют 
большие значения и, следовательно, низкие аде-
кватности по сравнению с предлагаемым подхо-
дом. Так, например, при Pn=10−5 выигрыши по 
критерию (10) у предлагаемого подхода к оценке 
спектра достигают 243 раз по сравнению с мето-
дом MUSIC и 5 раз по сравнению с известным 
АР-подходом. 

Проанализируем результаты спектрального 
оценивания при увеличении относительной ши-
рины ΔFT спектра в два раза (ΔFT=0,2) и Pn=10−2 
(см. рисунок 2). 

 
Рисунок 2 — Оценки спектральных 

плотностей мощности 

На рисунке 2 использованы аналогичные 
принятым на рисунке 1 условные обозначения: 
сплошная тонкая кривая 1 – контрольный 
спектр; точечная кривая 2 – СПМ, полученная c 
помощью известной АР-модели,; пунктирная 
кривая 3 – СПМ, полученная на основе метода 
MUSIC; сплошная жирная кривая 4 – оценка 
спектра с помощью предлагаемого подхода. 

Из анализа рисунка 2 видно, что преимуще-

ства предлагаемого подхода сохраняются с рос-
том относительной ширины ΔFT спектра иссле-
дуемого процесса. Качество оценивания спектра 
предлагаемой методикой лучше, чем у метода 
MUSIC и известного АР-метода с аналогичными 
значениями p=5, M=1000 и относительной мощ-
ности шума Pn=10−2. 

Для объективной оценки эффективности 
описания широкополосных (ΔFT=0,2) процессов 
сопоставим нормированные квадраты длин Εs 
векторов невязок между оцениваемыми и кон-
трольным спектрами. Компьютерные экспери-
менты показали, что в данном случае квадрат 
длины Εs вектора невязки у предлагаемой моде-
ли (Εs=1,855∙10−3) имеет в 85 раз меньшую вели-
чину, чем у метода MUSIC (Εs=0,159) и в 4 раза 
меньшую величину, чем у классической          
АР-модели (Εs=7,553∙10−3) тех же порядков 
(p=5). 

Проанализируем влияние порядка p моделей 
на адекватность спектрального оценивания 
(см. таблицу 3) с аналогичными первому приме-
ру значениями M=1000, L=1024, Pn=10−2, 
ΔFT=0,1 (см. рисунок 1). 
Таблица  3  — Сравнение адекватности методов 

 

Ме-
тоды 

 
 

p 

MUSIC  АР Предлагаемый 

3 0,076 7,461∙10−3 1,401∙10−3 
5 0,079 5,653∙10−3 5,677∙10−4 
7 0,077 2,818∙10−3 1,323∙10−4 
9 0,077 2,716∙10−3 1,086∙10−4 

 

Из анализа таблицы 3 видно, что адекват-
ность предлагаемого подхода и известного      
АР-метода увеличиваются с ростом порядка p 
моделей, а у метода MUSIC адекватность почти 
не изменяется при наращивании числа исполь-
зуемых для спектрального оценивания коэффи-
циентов Rj, Řj автокорреляции, j=0, 1, …., p. 

Исследуем влияние длины M выборки на 
адекватность спектрального оценивания предла-
гаемым подходом с аналогичными предыдущим 
значениями p=5, L=1024, ΔFT=0,1 и относитель-
ной мощности шума Pn=10−2. 

На рисунке 3 представлены зависимости 
нормированных квадратов длин Εs векторов εs 
невязки между оцениваемыми разными метода-
ми спектральными характеристиками и кон-
трольным спектром, причем пунктирной лини-
ей 1 отражена зависимость Εs(M) для               
АР-подхода; точечной линией 2 – для оценива-
ния способом MUSIC; сплошной линией 3 – для 
предлагаемого метода. 
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Рисунок 3  — Логарифмические зависимости 

длины вектора невязки от длины выборки 
 

Из приведенных на рисунке 3 зависимостей 
следует, что точность Εs спектрального оценива-
ния при одинаковой длине M выборки выше у 
предлагаемого метода, чем у известных подхо-
дов. Так, например, при M=3000 выигрыш перед 
известной АР-моделью составляет более 5 раз, 
что даёт возможность при сохранении заданной 
адекватности модели сократить число M исполь-
зуемых для спектрального оценивания времен-
ных отсчётов. В приведённом на рисунке 3 при-
мере при заданной точности спектрального оце-
нивания lgΕs<−3,5 удаётся сократить в 4…5 раз 
длину M обучающей выборки по сравнению с 
известным АР-методом. 

Заключение 

Таким образом, предложен и исследован ме-
тод восстановления коэффициентов дискретной 
автокорреляционной функции случайных уни-
модальных по спектру сигналов с неизвестной 
формой спектральной плотности мощности. Ме-
тод основан на оценке оптимального значения 
весового коэффициента α, характеризующего 
долю гауссовской и долю (1−α) резонансной со-
ставляющих в огибающей унимодального спек-
тра. Оценка коэффициента α позволяет восста-
новить искаженные шумами коэффициенты Rj 
автокорреляции случайного процесса для повы-
шения качества его спектрального оценивания. 
Эксперименты показали (см. таблицы 1-3 и ри-
сунки 1-), что предлагаемый подход дает воз-
можность уменьшить в 4…10 раз относительную 
длину Εs вектора εs невязки между контрольным 
c и модельным s спектрами по сравнению с из-
вестными параметрическими методами спек-
трального оценивания того же порядка p, в част-
ности АР-методом. Повышение адекватности 
спектрального оценивания даёт возможность 
сократить в несколько раз длину M временного 
ряда, который подвергается параметрическому 
спектральному анализу при сохранении его точ-
ности. Так, при заданной величине lgΕs<−3,5 

квадрата длины вектора εs невязки между оцени-
ваемым s и контрольным с спектрами удаётся 
сократить в 4…5 раз длину M обучающей вы-
борки по сравнению с известным АР-методом. 
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