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Цель работы – исследование погрешности оценивания декартовых и угловых координат объек-
та с реперными светоизлучателями/светоотражателями различной геометрической конфигурации, 
наблюдаемыми одной откалиброванной камерой. Показано, что при решении задачи Perspective-4-
Point для оценивания декартовых координат объекта предпочтительнее размещение четырех ре-
перных излучателей в виде ортоцентрического тетраэдра с основанием в форме правильного тре-
угольника, а для оценивания угловых координат – в виде кластеров, используемых в системах авто-
матической стыковки. 
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Введение 
Трехмерная (3D) реконструкция объектов по 

их видеоизображениям является актуальной зада-
чей технического зрения [1, 2] и решается в си-
стемах дополненной и виртуальной реальности 
[3-5], системах целеуказания [6, 7], медицинских 
приложениях [8], в дистанционной диагностике 
поверхностей [9] и инфраструктурных объектов 
[10], для контроля местоположения беспилотных 
летательных аппаратов [11] и др. Частным случа-
ем задачи 3D реконструкции является определе-
ние координат подвижных объектов по изобра-
жениям нанесенных на их поверхность светоиз-
лучающих либо светоотражающих реперов [5 7, 
12]. Применение реперных излучателей [3 8, 12] 
или систем подсвета [1, 9, 13] является альтерна-
тивой наиболее универсальным алгоритмам 3D 
реконструкции, основанным на поиске особых 
точек [14], которые, однако, имеют низкую эф-
фективность при наблюдении малоконтрастных и 
однородных объектов и/или в условиях низкой 
освещенности. 

Геометрическая постановка задачи 

Геометрические построения для решения за-
дачи трехмерной реконструкции по совокупно-
сти реперных излучателей с априорной извест-
ной конфигурацией (в [7] для обозначения мно-
жества реперов используется термин «кластер») 
приведены на рисунке 1. Связь пространствен-

ных однородных 3D-координат n реперных то-
чек объекта T  [ , , ,1 ] ,однi i i iX Y ZM   1 , ,i n  в систе-
ме координат камеры (СКК) OXYZ с фокусным 
расстоянием объектива f и однородными пик-
сельными координатами их образов в плоскости 
изображения T[ , ,1 ]i i iu vm  при использовании 
математической модели проективной камеры 
определяется матрицей проекции P  [14]: 
 ,i i однiwm PM  (1) 
где 3

i однiw   P M  – масштабный коэффициент, а 
символ <3> обозначает третью строку матрицы. 

 
Рисунок 1 – Геометрическая постановка задачи 

При отсутствии дисторсионных искажений 
матрица P  представляется как произведение 
матрицы внутренних параметров камеры K  и 
матрицы размерности 3x4, составленной из мат-
рицы поворота СКК относительно внешней сис-
темы координат R  и пристыкованного к ней 
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справа вектора-столбца переноса (трансляции) 
начала СКК во внешнюю систему координат t: 
 [ | ].P K R t  (2) 

При использовании СКК камеры в качестве 
основной ,R I  ,t 0  поэтому (2) представимо 
в виде: 
 [ | ],P K 0   
где I  – единичная матрица, 0  = [0, 0, 0]T. 

Алгоритмы P4P 
При компенсации дисторсионных искаже-

ний, характерных для объектива реальной каме-
ры, решение задачи восстановления 3D-коор-
динат точек T  [ , , ]i i i iX Y ZM  по их изображени-
ям im  (рисунок 2),  1 , ,i n    3,n  обеспечивают 
алгоритмы Perspective-n-Point (PnP) [14]. Одно-
значное решение задачи 3D реконструкции су-
ществует [15] для 6n   произвольно располо-
женных реперов и для 4n   реперов, лежащих в 
одной плоскости, если на одной прямой лежат не 
более чем два из них. Для 4n   не лежащих в 
одной плоскости реперов существует в общем 
случае [16] до 5p   решений задачи P4P с неот-
рицательной координатой Z для всех реперов 
(наиболее распространенной ситуацией является 
наличие 2p   решений [15]). 

Идея алгоритмов P4P основана на решении 
системы из шести нелинейных уравнений: 
 2 2 2

1 2 12 1 2 12– 2cos ,s s s s R    
 2 2 2

1 3 13 1 3 13– 2cos ,s s s s R   
 2 2 2

2 3 23 2 3 23– 2cos ,s s s s R   
 2 2 2

1 4 14 1 4 14– 2cos ,s s s s R   
 2 2 2

2 4 24 2 4 24– 2cos ,s s s s R   
 2 2 2

3 4 34 3 4 34– 2cos .s s s s R   (3) 
В системе (3) символами ij  обозначены уг-

лы между векторами, проведенными из начала 
СКК в точки iM  и ,jM  is  – декартово расстоя-

ние от начала СКК до точки iM  (если СКК на 
рисунке 1 принята за основную, то   || ||),i is  M  
cos   / [|| |||| ||],ij i j i j m m m m  0 0  ||  – ||,ij i jR  M M  

T
0 0 0 0  [ , , ,1 ]i i i iX Y ZM  – априорно известные одно-

родные 3D-координаты реперных точек 1-4 в си-
стеме координат кластера, ,i   1 ,4,j  ,i j  || ||  – 
два-норма вектора. 

Для поиска решений задачи P4P первона-
чально решается задача P3P [17-20] для комби-
наций реперов 1-2-3, 1-2-4 и 1-3-4. Далее для p 
найденных решений задачи P3P относительно 
расстояния 1s  по уравнениям 1, 2 и 4 системы (3) 

находятся возможные значения расстояний 
( ) ( )

2 4 .p ps s  Затем по известным расстояниям 
( ) ,p

is   1 ,4,j  в соответствии с геометрическими 
построениями рисунка 1 восстанавливаются 
пространственные координаты реперов ( )p

iM : 
 ( ) ( ) T[ , ,  1] / || ||,p p

i i нi нi нis u vM m  (4) 
где вектор нормированных однородных коорди-
нат 1 ,нi i

m K m  из которых исключаются p* 
решений, для которых Z-координата ( )p

iM  
меньше фокусного расстояния f, поскольку по 
постановке задачи P4P (рисунок 1) все реперы 
кластера должны располагаться перед камерой. 
Из оставшихся (p – p*) решений выбирается тот 
набор ( ) ,p

iM  который минимизирует либо два-
норму вектора ( ) ,pΔ  
 ( )min || , 1,( *),k k p p Δ    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 3 2 3[|| – , – , – ||,k k k k k k kΔ M M M M M M  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 4 2 4 3 4|| – , – , – ||] –k k k k k kM M M M M M   

 T
12 13 23 14 24 34– [ , , , , , ] ,R R R R R R   

либо квадрат два-нормы ошибки репроекции: 

  
24

( )
3x 4 одн

1
min k

i ik i
 m P M   (5) 

Дальнейшее уточнение координат ,iM  
 1 , 4,i  может выполняться с использованием 

нелинейных алгоритмов Гаусса – Ньютона [21] 
или Левенберга – Марквардта [22]. 

В работе для оценивания 3D-координат ре-
перов использовались аналитические выражения 
источника [23], где задача P4P решается с ис-
пользованием аффинно инвариантных барицен-
трических координат Мёбиуса, что позволяет 
повысить вероятность правильного выбора 
единственного решения задачи P4P: 

0 1 0 1 2 0 2 3 0 3 4 0 4= ,однc одн одн одн одн     M M M M M (6) 
где 0однcM  – однородные координаты точки, из 
которой наблюдаются реперы с априорно из-
вестными однородными координатами 0 1однM , а 
символ «0» обозначает координаты точки в си-
стеме координат реперного кластера. Для бари-
центрических координат i  по определению 
справедливо равенство: 
 1 2 3 4 1.        

В [23] приводится доказательство справед-
ливости формул для i  применительно к реше-
нию задачи P4P: 
 2 2 2

1 23 24 34 23 24 34 11 2 ( ), / ,c c c c c c s       

 2 2 2
2 13 14 34 13 14 14 21 2 ( ), / ,c c c c c c s        
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2 2 2
3 12 14 24 12 14 24 31 2 ( ), /c c c c c c s        (7) 

 2 2 2
4 12 13 23 12 13 23 41 2 ( ), /c c c c c c s          

 1 2 3 4 / ,s s s s      
 0 1 0 2 0 3 0 4det{ | | | },одн одн одн одн M M M M   
где для расчета значений 2 4s s  используются 
уравнения 3, 5 и 6 системы (3) и вспомогательные 
параметры 3 3 2 4 4 2/ и / ;y s s y s s   значения 3y  
являются корнями уравнения 4-го порядка 
 4 3 2

4 3 3 3 2 3 1 3 0 0C y C y C y C y C       (8) 
с коэффициентами полинома 
 2 2 2

4 23 34 23 24 34 23 24( ) ,C b b b b a b b     
2

3 34 23 24 24 34 23 23 23 34 24

2
34 23 24 24 23 34

( )[ 2 ( )]

(2 ),

C b b b a a b a b b b
a b b a a a

     

 
  

 

2 2
2 23 23 34 24

34 23 24 23 34 24
2 2 2

23 24 34 23 24 34 34 23 23 24
2 2
24 23 23 24

[ ( )
( )( )]

( ) ( )

( ),

C b a b b
b b b b b b

a a a b b b a b b b

a b b b

  

     

    

 

  

 1 23 23 34 24 23 34 24

2 2 2
24 34 23 34 24 23 23 24 23 34

2 ( )( )

( ) ,

C a b b b b b b

a a b b b b a a b b

    

   
  

 
2

4 34 23 24 3 23 34 24 3

1
23 34 24 34 23 3 24 23

[( ) ( )

]( ) ,

y b b b y a b b y
b b b a b y a b 

     

   
  

2 1
2 23 3 23 3(1 ) ,s b y a y     3 2 3 4 2 4, ;s s y s s y   

значения 1s  являются корнями уравнения 
 2

2 1 1 1 0 0,B s B s B    (9) 
 2 1 12 2 13 3 14 43, ,B B a s a s a s      
 2 2 2

0 2 3 4 23 24 34– ( ),B s s s b b b      
 2cos , ,   2 , ,  1, 4, .ij ij ij ij ij ijс b R a c i j i j       

Наборам действительных неотрицательных 
значений ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4{ , , , },p p p ps s s s   4,p  ставятся в 
соответствие наборы барицентрических коорди-
нат ( ) ,p

i   1 , 4,i  по (7). Из множества p возмож-
ных наборов действительных значений ( ) ,p

i  
полученных по (7)–(9), выбирается тот, при ко-
тором минимизируется 
 ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4min 1p p p p

p
       ,  

после чего в системе координат кластера опре-
деляются однородные координаты начала СКК 
по (8) и находятся расстояния ,is   1 , 4,i  для 
подстановки в (4). 

Поскольку из-за погрешностей при измере-
нии пиксельных координат центров свечения 
реперов и расстояний ijR  корни уравнения (9) 

( )
1

ks  могут иметь малую (порядка 10-6...10-4) 

мнимую составляющую, то в качестве решения в 
таких случаях принимается действительная 
часть комплексного числа – ( )

1Re{ }.ks  
В [24] показано, что решение задачи P4P с 

использованием барицентрических координат 
(6) также может быть сведено к решению СЛАУ 
из 2n линейных алгебраических уравнений c 12 
неизвестными (3D-координатами точек 0 ,iM
 1 , 4i ) путем нахождения собственных векто-

ров, соответствующих 1, 2, 3 или 4 минималь-
ным собственным числам матрицы коэффициен-
тов СЛАУ, и выбора единственного решения по 
критерию (5). 

Типы реперных кластеров 

Погрешность оценивания координат в алго-
ритмах P4P, как и погрешность оценивания ко-
ординат в спутниковых радионавигационных 
системах (СРНС) [25], зависит от взаимного 
пространственного положения опорных точек, 
т.е. для систем оптической навигации по анало-
гии с СРНС можно ввести понятие геометриче-
ского фактора   – коэффициента, показываю-
щего увеличение погрешности по сравнению с 
оптимальным расположением опорных точек: 
навигационных спутников для СРНС и реперных 
излучателей – для оптических навигационных 
систем (ОНС) соответственно. 

Если максимальное расстояние между репе-
рами кластера ОНС с априорно известной гео-
метрической конфигурацией фиксировано, то 
наименьшая погрешность оценивания декартовых 
и угловых координат объекта обеспечивается при 
использовании кластера в форме правильного 
тетраэдра. Поскольку при нанесении таких кла-
стеров на поверхность объектов, координаты ко-
торых предполагается оценивать, наличие репера 
в вершине тетраэдра приводит к увеличению га-
баритных размеров объекта (а для легких малога-
баритных объектов – еще и к смещению центра 
тяжести), это вносит ограничение на их практиче-
ское применение. Поэтому на практике применя-
ют кластеры с меньшей высотой вершины тетра-
эдра относительно плоскости основания. 

В системах автоматической стыковки 
Advanced Video Guidance Sensor (AVGS) [26] и 
Next Generation Advanced Video Guidance Sensor 
(NGAVGS) [27] используется кластер в форме 
тетраэдра из 4-х светоотражателей, в котором 
репер вершины 4 проецируется на грань основа-
ния 1-2 (рисунок 2, а), причем его высота H 
меньше, чем длина ребер основания тетраэдра. 
Такое расположение позволяет в начальный мо-
мент времени выполнить автоматическую сор-
тировку изображений реперов (поиск соответ-
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ствий ,i im M   1 , 4i ) при произвольной их 
ориентации. 

В системах дополненной и виртуальной ре-
альности [4, 5], а также в системах целеуказания 
[7] чаще используется иной тип реперных кла-
стеров – с таким расположением излучателей 
(рисунок 2, б), при котором вершина 4 проеци-
руется в точку центра масс треугольника осно-
вания 123. При этом полагают, что в начальный 
момент времени ориентация тетраэдра всегда 
такова, что позволяет по полученному изобра-
жению однозначно идентифицировать его ре-
перные точки: для рисунка 2, б можно условно 
выделить «центральный» 4, «верхний» 3, «ле-
вый» 1 и «правый» 2 реперы. 

 
 а  б 

Рисунок 2 – Варианты взаимного расположения 
реперов в кластере:  

а – кластер систем AVGS и NGAVGS;  
б – кластер в форме ортоцентрического тетраэдра 

После первоначальной оценки 3D-координат 
реперов автоматический поиск соответствий вы-
полняется по критерию минимума ошибки ре-
проекции (5) [12, 13, 15]. 

Оценка угловых  
и декартовых координат объекта 

По априорно известным 3D-координатам 
M0i = [X0i, Y0i, Z0i]T и оцененным по алгоритму 
P4P координатам Mi = [Xi, Yi, Zi]T, i = 4,1 , можно 
оценить матрицу поворота R и вектор трансля-
ции t, используя критерий минимума квадрата 
ошибки результата аффинного преобразования 
[28, 29]. В работе для оценивания R и t исполь-
зовался подход [29], основанный на использова-
нии SVD-разложения, согласно которому 

 R = U
















)det(00
010
001

TUV
VT,  (10) 

 t = MRM 0 ,  

где 



n

i
in 1

00
1 MM , 




n

i
in 1

1 MM , а матрицы U 

и V получаются в результате SVD-разложения 

матрицы H = 


n

i
cici

1

T
0 MM : 

 H = USVT,  
где M0ci = M0i – 0M , Mci = Mi – M  – центриро-
ванные 3D-координаты. 

Умножение на вспомогательную диагональ-
ную матрицу в (10) необходимо для того, чтобы 
матрица R являлась матрицей поворота и, в со-
ответствии с ее свойствами, имела определитель 
det{R} = 1 (матрица UVT с определителем 
|UVT| = -1 [28, 29] описывает, помимо вращения, 
не аффинное преобразование зеркального отра-
жения относительно оси Z, т.е. не является мат-
рицей поворота по определению). Из матрицы 
поворота R могут быть извлечены углы Эйлера: 
  = atan2(-r31, r11),  
  = arcsin(r21),  
  = atan2(-r23, r22),  
где ,  и  – соответственно курс, тангаж и 
крен, а rij, i, j = 3,1 , – элементы матрицы R. 
В особых точках ( = ±/2) курс вычисляется по 
формуле: 
  = atan2(-r13, r33). 

Результаты модельного эксперимента 

Для исследования погрешности оценивания 
угловых и пространственных координат в пакете 
Mathcad была составлена математическая мо-
дель, в которой задавались геометрические раз-
меры кластера (точки M0i), матрица внутренних 
параметров камеры K, случайная ошибка оцени-
вания пиксельных координат центра светового 
пятна репера на изображении uv = [u, v]T, где 
u и v – ошибки определения пиксельных коор-
динат по горизонтали и вертикали соответствен-
но, и аффинные преобразования над кластером 
(поворот и перенос), определяемые соответ-
ственно матрицей поворота R0 и вектором 
трансляции t0. 

Результаты моделирования для камеры с 
матрицей внутренних параметров 

K = 
















000
54010800
96001920

, приведенные на рисун-

ках 3–5, получены путем усреднения результа-
тов N = 100 статистически независимых экспе-
риментов для кластера в форме правильного тет-
раэдра с длиной ребра L = 5 дм (далее – кла-
стер 1), кластера с основанием в форме правиль-
ного треугольника (рисунок 2, а) с длиной сто-
роны L = 5 дм и высотой H = 0,25L (далее – кла-
стер 2) и ортоцентрического тетраэдра (рису-
нок 2, б) с основанием в виде правильного тре-
угольника с длиной стороны L = 5 дм и высотой 
центрального  репера H = 0,25L  (далее – клас- 
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тер 3). Компоненты вектора uv моделировались 
как случайные величины с равномерным зако-
ном распределения на интервале ±. Дисторсия 
объектива камеры в модели не учитывалась 
(предполагалась скомпенсированной). Нелиней-
ная оптимизация [21, 22] для уточнения 3D-
координат, рассчитанных по (3)-(9), не исполь-
зовалась. 

На рисунке 3 показана зависимость абсо-
лютной погрешности оценивания расстояния d 
до центра масс кластеров 1-3 в зависимости от 
линейного расстояния между камерой и класте-
ром d. Моделирование выполнено для значения 
 = 0,5 пикселя (как показано в [22], для объек-
тива реальной камеры с шириной поля зрения 
менее 90° указанная ошибка коррекции дистор-
сии характерна более чем для 80 % пикселей 
кадра). Как следует из результатов моделирова-
ния, геометрический фактор на расстояниях 
d < (20...30)L для кластеров 2 и 3 (абсолютная 
погрешность оценивания дальности до центра 
масс кластера 1 принята за эталонную) составля-
ет d = 1,1...1,25 d = 1,2...1,8. В то же время на 
больших расстояниях (d > 30L) для кластера 3 
наблюдается наибольшая дисперсия оценки 
дальности из-за большей вероятности взаимного 
перепутывания пиксельных координат реперов 
вершины и основания. 

 
Рисунок 3 – Абсолютная ошибка  

оценивания дальности до центра кластера 

На рисунке 4 приведена абсолютная по-
грешность суммарной ошибки оценивания угло-
вых координат кластера  в зависимости от 
расстояния d до его центра масс: геометрические 
факторы для кластеров 2 и 3 составляют соот-
ветственно   1,5 и  = 2...2,5. Из полученных 
зависимостей видно, что оценка угловых коор-
динат с погрешностью порядка единиц градусов 
возможна только при d < (3...5)L, что, как прави-
ло, выполняется для систем целеуказания и до-
полненной реальности [3-7]. C увеличением вы-
соты H погрешность  для кластеров 2 и 3 

стремится к погрешности, обеспечиваемой кла-
стером 1, однако это приводит к необходимости 
увеличения габаритных размеров объекта-
носителя кластера. 

Зависимость погрешности оценивания даль-
ности до объекта d, удаленного на d = 20L, по 
кластеру 3 от погрешности оценивания пиксель-
ных координат центров свечения его реперов  
имеет нелинейный характер (рисунок 5). 

 
Рисунок 4 – Сумма абсолютных ошибок  

оценивания угловых координат кластера 
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Рисунок 5 – Зависимость абсолютной ошибки 

оценивания дальности от погрешности оценивания 
пиксельных координат центра репера 

Из результатов моделирования следует, что 
для камер с разрешением кадра не более 2 Мп на 
дальностях d < 20L и при погрешности оценива-
ния пиксельных координат реперов   0,5 пик-
селя применение алгоритмов P4P (без процедур 
нелинейной оптимизации) позволяет оценивать 
декартовы координаты объекта с погрешностью 
не более единиц сантиметров. 

Заключение 

Сравнительный анализ реперных кластеров 
из четырех светоизлучающих элементов показал, 
что при автономной навигации по реперным 
меткам с использованием камеры разрешением 
2 Мп и алгоритма P4P для оценки дальности 
предпочтительным является использование кла-
стера в форме ортоцентрического тетраэдра 
(геометрический фактор d  1,25), а для оценки 



ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. 2016. № 58.  15

угловых координат – кластер, используемый в 
системах стыковки AVGS (геометрический фак-
тор   1,5). 

Проведенный анализ позволил оценить 
дальности (относительно геометрических разме-
ров кластера), на которых оптические системы 
локальной навигации подвижных объектов, в 
том числе беспилотных наземных транспортных 
средств, обеспечивают погрешность оценивания 
декартовых координат порядка единиц санти-
метров: d < (10...20)L. Поэтому установка кла-
стеров со светоизлучателями, например, на ин-
фраструктурных объектах по пути следования 
транспортного средства с применением средств 
Vehicle-to-Infrastructure (V2I) [30] для их вклю-
чения/отключения может являться одним из спо-
собов решения задач автоматической парковки и 
маневрирования крупногабаритных автономных 
автомобилей в условиях ограниченного про-
странства и высотной застройки. 
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The aim of the work is the investigation of the potential achievable estimating error of the object coor-
dinates on the information from a single calibrated camera for different configurations of reference light 
emitters, placed on the object. It is shown that solving Perspective-4-Point problem for estimating object Car-
tesian coordinates is preferable to placing four reference optical marks in the form of an orthocentrical tetra-
hedron with a base in the shape of an equilateral triangle, and for estimation of the angular coordinates – in 
the form of clusters, used in automatic docking systems. 
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