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В системном анализе динамических моделей существенную роль играют вопросы, связанные с 
анализом устойчивости положения равновесия динамических систем, а в их математических моде-
лях – устойчивости решений систем уравнений. Техническая «устойчивость» есть способность си-
стемы возвращаться к равновесному состоянию после стороннего возмущения или управления. Пря-
мой метод Ляпунова остается основным для исследования устойчивости динамических систем. Од-
нако эвристическое построение функции Ляпунова не связано прямо со структурными свойствами 
исследуемой системы и потому до сих пор нет исчерпывающих общих способов ее построения по 
заданной модели системы. Это самый серьезный недостаток ляпуновской методологии. В работе 
этот недостаток преодолен: рассмотрены две фундаментальные проблемы системного анализа 
динамических систем: построение функции ляпуновского типа по модели системы и оценка на этой 
основе области устойчивости (асимптотической устойчивости) динамической системы. 

Цель работы предложить технологический, алгоритмически реализуемый метод построения 
функций ляпуновского типа для анализа устойчивости реальных динамических систем по их моде-
лям; рассмотреть свойства предложенного подхода; апробировать метод на системах, описывае-
мых уравнениями Льенара, Ван дер Поля, Ла-Салля и доказать его эффективность. 
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Введение 
Центральной задачей системного анализа 

динамических процессов или систем является 
решение проблемы их устойчивости. Техниче-
ская «устойчивость» системы есть ее свойство 
работать стабильно в номинальных режимах и 
не разрушаться при дестабилизирующих воздей-
ствиях; это способность системы за конечное 
время приходить в равновесие после внешних 
возмущений или воздействий, выводящих «на-
чальные условия» из их номинала. Устойчивость 
динамической системы есть основное техниче-
ское требование, связанное с оценкой его каче-
ства и реализации. Эти задачи стояли ранее в 
теории и практике динамических систем [1–3], 
стоят и сегодня [4 – 16].  

К примеру, анализ устойчивости гибридных, 
переключаемых систем дает основу для интерес-
ных математических и инженерных проектов [9]. 
Таковой системой является система Льенара (и 
ее конкретные разновидности), которая описы-
вает одно-свободное состояние при заданных 
(линейной) восстанавливающей силе и (нели-
нейном) затухании. Системы (и, соответственно, 

уравнения) Льенара на практике применяют, 
например, при математическом описании элек-
трических контуров и различных типов колеба-
ний [17, 18].  

Или весьма тесно связанная с системой Лье-
нара система (и уравнение) Релея, описывающая 
(нелинейную) одно-свободную систему, в кото-
рой присутствуют автоколебания (такие вопросы 
на практике встречаются в акустике) [19, 20]. 

Или система (и уравнение) Ван дер Поля, 
моделирующая свободные автоколебания (нели-
нейных) колебательных систем (так называемый 
осциллятор Ван дер Поля). Заметим, что на та-
ком осцилляторе (Ван дер Полем и Ван дер 
Марком) были экспериментально впервые полу-
чены проявления детерминированного хаоса (ра-
нее, в 1882 г. теоретически описанные А. Пуан-
каре). В частности, система Ван дер Поля слу-
жит математической моделью (при ряде упро-
щающих положений) лампового генератора на 
триоде при условии кубической характеристики 
лампы [21, 22]. К таковым же классическим си-
стемам можно отнести и систему (уравнение) 
Ла-Салля [3] и ряд других уравнений теории ди-
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намических систем [6–8, 18]. Подобные модели 
систем используются и исследуются в сейсмоло-
гии (для моделирования геологических разло-
мов), в биологии, в физике. 

Рассмотрим одну конкретную задачу. Дан 
замкнутый электрический контур (см. рисунок) с 
нелинейными элементами, управляемыми неза-
висимо друг от друга во времени (динамическое 
управление). Уравнение контура имеет вид: 

 ),,(
)(

1)()( xxtgx
tC

xtRxtL   ,  

где заданы управляемые (изменяемые во време-
ни) элементы: )(tL  – индуктивность, )(tR  – со-
противление, )(tC  – емкость, ),,( xxtg   – нели-
нейные члены системы, имеющие степень не 
ниже второй по x  и x .  

 
Замкнутый электрический контур  

с элементами, независимо управляемыми  
во времени (динамическое управление) 

По «физическому смыслу» задачи все 
управляемые элементы контура )(tLL  , 

)(tRR  , )(tCC   положительны при любом 
времени t  и ограничены. Дополнительные усло-
вия на функции )(tLL  , )(tRR  , )(tCC   
наложим позднее. Требуется определить, устой-
чива ли система? Каков характер устойчивости? 
Как ею управлять? Ответ на эти вопросы будет 
дан во второй  части работы. 

Основной интерес во всех этих проблемах 
по анализу систем вызывает возможность по-
строения «более широких» достаточных усло-
вий, при которых эти системы имеют един-
ственное устойчивое периодическое решение. 

Казалось бы, что эти проблемные вопросы 
можно было бы разрешить на основе современ-
ной компьютерной техники и соответствующих 
прикладных программ по анализу устойчивости. 
Оказалось, что это далеко не так. Еще работа 
А.Н. Колмогорова [23] и последующие исследо-
вания (к примеру, [6] или [24, 25]) доказали, что 
компьютерные методы здесь малоэффективны.  

Дело в том, что в подобных динамических 
моделях правые части систем уравнений иногда 
полностью не определены, и, следовательно, их 
практически невозможно запрограммировать. В 
качестве основного инструмента для исследова-
ния динамических моделей необходимо исполь-

зовать аналитические методы. В частности, од-
ним из таких инструментов является теорема Ла-
Салля о локализации предельных множеств ди-
намических систем на основе обобщенных 
функций Ляпунова [6, 24]. 

С другой стороны, казалось бы, известно, 
что прямой метод Ляпунова является основным 
для исследования устойчивости динамических 
систем. Теоремы существования функций Ляпу-
нова обосновывают универсальность и значи-
мость его метода.  

Однако определение функции Ляпунова не 
связано прямо со структурными свойствами ис-
следуемой системы и потому до сих пор нет ис-
черпывающих общих способов ее построения по 
заданному уравнению движения динамической 
системы. Это самый серьезный недостаток ляпу-
новской методологии. Вот почему представляет 
интерес задача о том, можно ли по виду системы 
уравнений установить вид функции Ляпунова. 

Цель работы предложить конструктивный, 
технологически реализуемый метод (подход) по 
исследованию устойчивости динамических си-
стем, изучить его свойства и продемонстриро-
вать его возможности на конкретных системах. 

Постановка задач. То обстоятельство, что в 
общем случае по анализу устойчивости систем 
инструмент анализа – функцию Ляпунова, надо 
угадывать, породило две фундаментальные при-
кладные проблемы. 

ПРОБЛЕМА 1. Как построить функцию Ля-
пунова по общему виду динамической системы? 

ПРОБЛЕМА 2. Как найти область устой-
чивости (асимптотической устойчивости) ди-
намической системы? 

Разрешение этих вопросов – чрезвычайно 
трудные задачи. Сложность проблемы 2, напри-
мер, столь высока, что достаточно хорошая 
оценка области асимптотической устойчивости 
уже считается ее решением. 

Проблемы 1–2 разрешены лишь для некото-
рых (весьма узких) классов нелинейных стацио-
нарных и нестационарных систем. С другой сто-
роны, сложность и «непрозрачность» эвристиче-
ских решений для других систем столь высоки, 
что приравниваются некоторыми специалистами 
к искусству. 

В данной работе делается существенный 
шаг к решению этих двух названных проблем в 
общем виде. А именно, предложен технологиче-
ский (алгоритмический) подход к построению 
функций ляпуновского типа и доказаны свойства 
такого подхода. Этот метод позволяет анализи-
ровать устойчивость реальных динамических 
систем по их моделям и оценивать области 
устойчивости систем. Рассмотрены свойства 
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предложенного подхода. Метод апробирован на 
системах, описываемых уравнениями Льенара, 
Ван дер Поля, Ла-Салля, и показал свою высо-
кую эффективность. Идея нового подхода воз-
никла и получила уточнение и развитие в рабо-
тах авторов [26–30].  

В работе помимо теоретических исследований 
проведена также апробация методики на анализе 
устойчивости классических динамических систем, 
описываемых в моделях уравнениями Льенара, 
Ван дер Поля, Ла-Салля и их модификаций, на ко-
торых новый технологический подход (метод) по-
казал свою высокую эффективность. 

1. Проблема построения функций Ляпунова 
и ляпуновская методология. Во избежание воз-
можной неопределенности поясним разницу меж-
ду методом Ляпунова и методологией Ляпунова. 
Метод Ляпунова – это фиксированный математи-
ческий аппарат для изучения и решения задач 
устойчивости и анализа других качественных 
свойств динамических систем без учета информа-
ции о движении системы, т.е. без нахождения ре-
шения соответствующей математической модели. 
Методология Ляпунова есть систематическая про-
цедура, определяющая порядок использования 
имеющегося математического аппарата. 

В работе [31] предложено несколько мето-
дов построения функций Ляпунова для различ-
ных частных моделей систем. В работе [32] по-
лучено обобщение известной функции Ляпунова 
«квадратичная форма плюс интеграл от нели-
нейности». В работе [33] было показано, что лю-
бое движение, вообще говоря, можно рассматри-
вать как управляемое движение, с управлением, 
как известно, тесно связана так называемая пи-
лотная функция, которая определяет направле-
ние движения по траектории, наилучшее в есте-
ственной метрике управляемой системы. Отсюда 
следует, казалось бы, что пилотная функция явля-
ется идеальной функцией Ляпунова для динами-
ческой системы (в некоторой окрестности ее рав-
новесного положения). Но определение пилотной 
функции динамической системы на больших рас-
стояниях от ее нулевого положения равновесия и 
к тому же со сложным поведением оказалось 
весьма трудной задачей. В работе [34] критерий 
устойчивости (и соответствующий метод нахож-
дения функции Ляпунова) сводится к кусочно-
локальному определению некоторого «эталонно-
го» движения с известной пилотной функцией. В 
работе [35] проведен разбор некоторых методов 
построения функций Ляпунова и доказано, что 
ничего принципиально нового по сравнению с 
результатами работ [2, 10, 36,] к тому времени (и 
ныне, как считают авторы) не найдено. 

2. Высшие кривизны кривой. Если по-
смотреть на упомянутые системы Льенара, Ван 
дер Поля, Ла-Салля и на другие «единым взгля-
дом», то окажется, что математическая модель 
реальной динамической системы (или динамиче-
ского процесса) может быть представлена [в не-
которой системе координат 1 2( ; , ,..., )nO x x x ] с 
помощью конструктивно заданной функции 

(...)f , определяющей скорости изменения каж-
дой координаты системы, в виде системы диф-
ференциальных уравнений: 
 ),( txfx  ,   (1) 
где 1 2( , ,..., )T

nx x x x  – столбец текущих коорди-
нат системы, зависящих от времени t , и где 
натуральный параметр 1n  . 

Если известны начальные данные системы 
 0 0 1 0 0( ) ( ( ),..., ( ))T

nx x t x t x t    (2) 
в момент t0, то поведение во времени динамиче-
ской системы (1) при условиях (2) обозначим 

0 0( ) ( , , )x x t x t t x   (опуская иногда, для кратко-
сти, фиксированные аргументы 0 0,t x  или даже 
переменную времени t ). 

Наложим на правую часть модели (1) функ-
цию f  следующие условия (отвечающие реаль-
ным моделям [9]): 

(сon 1) функция ),( txf  принадлежит классу 
n
IC  – n раз дифференцируемых по t функций на 

интервале I = [t0, + ) (гладкие модели); 
(сon 2) функция ),( txf  имеет ограниченные 

частные производные по x и по t на области R = QI, 
где область Q  Hxx  : , H – заданное дей-
ствительное положительное число и норма век-
тора x  определяется как  1max ,..., nx x x  (в 
дальнейшем будет также использоваться евкли-
дова норма вектора 2

i
i

x x  ); 

(сon 3) функция  ),( txf и ее производная по 

t – функция  ),( txf  тождественно равны нулю 
на I только при x = 0 (описание номинального 
равновесного состояния системы). 

При условиях (сon 1), (con 2), (сon 3) стан-
дартные условия Липшица выполнены и, следо-
вательно, существует единственная траектория 
динамической системы (1) 0 0( , , )x t t x , проходя-
щая в момент времени 0t  через точку 0x Q  [2]. 

Любая траектория системы ( )x t  = const назы-
вается равновесным состоянием системы (1). Сле-
дуя А.М. Ляпунову, удобно принять исследуе-
мое равновесное состояние за )(tx =0. Общее 
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состояние системы (1), в которое не входят рав-
новесные состояния, обозначим как )(tx .  

Для дальнейшего нам понадобятся некото-
рые понятия и факты многомерной геометрии. 
За недостающими (стандартными) определения-
ми отсылаем к работам [20, 37].  

Анализировать поведение динамических си-
стем будем по кривизнам их траекторий. 

Чтобы установить необходимые свойства 
кривизн траекторий динамических систем в 
«привязанном» к ним аффинном пространстве 
An, введем в рассмотрение стандартные произ-
водные координат систем для контроля за скоро-
стями движения систем: 

 n
n
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а также введем стандартные обозначения для 
косого и векторного произведений векторов со-
ответственно {…} и […] (они встречаются уже в 
теореме 1). 

Полагаем также, исходя из практических за-
дач, что траектории систем имеют свойство доста-
точной гладкости (к примеру, этим свойством об-
ладают все системы Льенара, Ван дер Поля и дру-
гие, рассматриваемые во второй части работы).  

Свойства траекторий динамических систем, 
на основе которых проводится системный ана-
лиз их поведения, оформим в виде теорем. 

Теорема 1. Старшая кривизна траектории 
)(tx  динамической системы выражается как 
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Доказательство. Учитывая стандартные 
определения и известные формулы Френе [37, 
стр. 420], имеем следующие равенства: 
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где )(L  – это функция, линейная относительно 
векторов Френе 121 ,...,, nrrr с коэффициентами, 
зависящими от кривизн ki (число i называют по-

рядком кривизны ki) и их производных. Из ра-
венств (3) и свойств векторов Френе следует, что 
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Откуда по тем же причинам 
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В случае 2n , когда традиционно рассмат-
риваются ориентированные углы, величина k1 
может быть положительной и отрицательной. 
При n > 2, когда рассматриваются только неори-
ентированные углы, коэффициенты (кривизны) 

221 ,...,, nkkk  считаются положительными. То-
гда из равенств (5) следует, что для старшей 
кривизны порядка n – 1 имеет место равенство 
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В силу равенств (4) для кривизн траекторий 
систем порядка 2,1  ni  верны следующие 
равенства 
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Подставляя формулы (7) в выражение (6), 
получаем следующее выражение для старшей 
кривизны траектории системы: 
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Воспользуемся равенством (вытекающим из 

определения векторов Френе) αxx x
x
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x
1

  и приведем последнее равенство из (8) к 

окончательному виду: 
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Теорема доказана. 
Введем в рассмотрение новое обозначение 

для косого произведения векторов 

     n
df

n xxxtxV  ...  ,  ,   (9) 
где натуральное число n называется длиной ко-
сого произведения, и стандартное обозначение 
функции знака sign (…) 1 . 

Теорема 2. Имеет место следующий преди-
кат (тождественно истинная форма)  
      ),sign,(sign )( 0 10 txVtxkttx n   .  

Доказательство. Из равенства (6) и опреде-
ления (9) следует, что кривизна траектории си-
стемы соответствующего порядка  
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Как уже отмечалось, кривизны траекторий 
динамических систем 1 2,..., nk k   считаются (вы-
бираются) строго положительными. Тогда из 
равенства (10.A), условия (сon 3) и определения 
общего решения x(t) следует истинность заяв-
ленного предиката. Теорема доказана. 

3. Новый подход к построению функций 
ляпуновского типа. Для обоснования новой 
идеи, на базе которой будет предложен техноло-
гический, алгоритмически реализуемый метод 
построения функций ляпуновского типа для ана-
лиза устойчивости реальных динамических си-
стем по их моделям, понадобятся некоторые до-
полнительные построения. При этом невозму-
щенное (или возмущенное) движение понимает-
ся в ляпуновском смысле [2]. 

Определение 1. Функцию ),( txV , заданную 
на области S, назовем знакопостоянной, если 

0),0( tV  на интервале J и ( x1, x2  0) (t) 

),( 1 txVsign ),( 2 txVsign  [здесь, как и ранее, 
sign V(…) – стандартная функция знака]. 

Если знакопостоянная функция не зависит 
от времени t, т.е. V = V(x) и равенство V(x) = 0 
имеет место только для x = 0, то функцию V(x) 
назовем знакоопределенною. 

Функцию V(x, t), заданную на области S, 
назовем знакоопределенною, если для нее суще-
ствует положительно определенная функция 
W(x), не зависящая от времени t, такая, что одна 
из двух функций V – W или – W – V представляла 
бы функцию положительную. При этом в первом 
случае V(x, t) назовем положительно определен-
ной, а во втором случае – отрицательно опреде-
ленной. 

Далее, для упрощения изложения, условие 
принадлежности вектора x области Q
 Hxx  :  – чебышевской окрестности нача-

ла координат, будет выполняться всегда автома-
тически. 

Определение 2. Интервалы времени, на ко-
торых функция V = V(x, t) > 0, а ее производная 
по t функция V  0, назовем интервалами устой-
чивости сверху (или положительной устойчиво-
сти).  

Интервалы времени, на которых V > 0 и 
0V  , назовем интервалами неустойчивости 

сверху (или положительной неустойчивости). 
Интервалы времени, на которых 0V  и 
0V  , назовем интервалами устойчивости сни-

зу (или отрицательной устойчивости).  
Интервалы времени, на которых   0V и 
0V , назовем интервалами неустойчивости 

снизу (или отрицательной неустойчивости). 
Интервалы времени, на которых 0V , назо-

вем интервалами неопределенности. 
Объединение всех интервалов устойчивости 

сверху для функции V  назовем ее зоной устой-
чивости сверху.  

Аналогично определяются зоны неустойчи-
вости сверху, устойчивости и неустойчивости 
снизу, зона неопределенности.  

Все эти введенные в рассмотрение зоны 
назовем характерными зонами функции V. 

Вернемся к математической модели дина-
мической системы (1) и к высшим кривизнам 
ki(x, t) ее траекторий. Из свойств функции f (x, t) 
следует, что общее решение системы x(t) [равно 
как и любое его частное решение )(tx ] обладает 
в каждой точке t = t1 некоторой кривизной. 

По определению старшей кривизной траек-
тории системы x(t) точке t = t1 назовем ненуле-
вую кривизну наивысшего порядка в точке t = t1. 
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Определение 3. Функцию ляпуновского типа 
),( txVL , на свойствах которой основан технологи-

ческий метод анализа устойчивости динамической 
системы, определим следующим образом. 

Областью определения ),( txVL  служит об-
ласть R. Если старшая кривизна решения x(t) в 
точке t = t1 есть ki, то 
 )),((),( 1111 ttxVtxV iL  . (10.B) 

Функцию ),( txVL  назовем косой функцией 
кривой, а ее образующие функции ),(1 txVi  
назовем компонентами косой функции. 

Замечание 1. Заметим для определенности, 
что в правой части последнего равенства x – 
связная переменная, тогда как в левой части ра-
венства x – уже свободная переменная с множе-
ством значений Q. 

Замечание 2. Вид компонент косой функ-
ции LV  зависит параметра t. Поэтому в запись 
функции VL в явном виде вошла переменная 
времени t. 

Теорема 3. Косая функция LV  динамиче-
ской системы является непрерывной на R функ-
цией, гладкой по времени t, причем функция об-
ращается в ноль на всем интервале I только 
опорной траектории x = 0. 

Доказательство. Действительно, из опреде-
ления функции LV , равенств (9) и (10) следует, 
что значение функции LV  есть не что иное, как 
значение числителя дроби наивысшей ненулевой 
кривизны траектории системы (1). Старшая кри-
визна интегральной кривой системы (1) при лю-
бых начальных данных есть функция непрерыв-
ная. Следовательно, будет непрерывной и функ-
ция LV  на односвязной области R. Достаточная 
гладкость по t функции f [условие (сon 1)] обес-
печивает гладкость по времени t косой функции

LV . Равенство функции LV  нулю на I приводит к 
тому, что x(t) = const, но последнее исключено 
по определению решения x(t). Теорема доказана. 

Определение 4. Пусть косая функция VL 
имеет зону устойчивости сверху 1D  и зону не-
устойчивости сверху 2D . 

Зону 21 DDD   назовем зоной знакоопре-
деленности функции VL (подчеркивая в случае 
необходимости ее знак). 

Будем говорить, что функция VL является 
потенциально убывающей на зоне D, если 
   00 , tTDTDt    
   QxDtTt  ,  
 )),(),(( 0txVtxV LL  . (11.A) 

Для зон устойчивости и неустойчивости 
снизу аналогично определяется свойство потен-
циального возрастания функции VL [с изменени-
ем знака неравенства в теле предиката (11. A) на 
противоположный]. 

Для формулирования правил исследования 
устойчивости динамической системы, необхо-
димы следующие формулы. 

Теорема 4. Для косого произведения векто-
ров  } ...  {),( n

n xxxtxV   и его производной по 
времени  txVn ,  верны следующие формулы: 
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n xxxxtxV  ,  

 

)(

)(
222

)(
111

...
............

...

...

),(

n
nnn

n

n

n

xxx

xxx
xxx

txV






 ,  (11.B) 

 

)1()1(

)1(
2

)1(
222

1(
1

)1(
111

...
..............................

...

...

),(









n
n

n
nnn

nn

nn

n

xxxx

xxxx
xxxx

txV






 .   (11.C) 

Доказательство. Из определения и извест-
ных свойств косого произведения векторов [35, 
стр. 67] с очевидностью следует формула для 
функции Vn (x, t). Имеем далее: 
    )1()1(...,  nn

n xxxxtxV  + )1()1(...  nn xxxxx  +  

 +…+  )1()1(...  nn xxxx   +  )1()1(...  nn xxxx   =  

 =  )1()1(...  nn xxxx  . 
Последнее, в виду формулы для функции 

Vn(x, t), доказывает теорему. 
Следующая теорема является центральной 

для всей работы и воплощает идею построения 
технологического, алгоритмически реализуемого 
метода построения функций ляпуновского типа 
для анализа устойчивости реальных динамиче-
ских систем по их моделям.  

Теорема 5. Пусть дифференциальные урав-
нения возмущенного движения динамической 
системы таковы, что косая функция VL удовле-
творяет требованиям: 

1) функция VL имеет неограниченную зону 
устойчивости (сверху или снизу); 

2) функция VL является потенциально убы-
вающей на знакоположительной зоне и потенци-
ально возрастающей на знакоотрицательной 
зоне. 

Тогда невозмущенное движение динамиче-
ской системы устойчиво. 

Доказательство. Пусть (для определенности) 
функция VL имеет неограниченную зону устой-
чивости сверху 1D  и зону неустойчивости свер-
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ху 2D , а также какую-то зону устойчивости сни-
зу 1  и зону неустойчивости снизу 2 . Рассмот-
рим зоны знакоопределенности 1 2 ,D D D   

1 2.    Напомним, что все зоны суть под-
множества интервала времени I. Если зона 1  
ограничена сверху некоторым числом *T , то, 
рассматривая задачу устойчивости при *Tt  , 
сведем ее к задаче устойчивости только при 
условии неограниченности зоны 1D . Таким об-
разом, при доказательстве данного пункта мож-
но ограничиться рассмотрением общего случая, 
когда зоны 1D  и 1  неограничены сверху. 

Сужение функции VL(x, t) по параметру t на 
зонe (определения) 1D  обозначим 

1, ( , )L DV x t . 
Аналогично определяются функции 

1, ( , )LV x t , , ( , )L DV x t , , ( , )LV x t . 

Функция 
1, ( , )L DV x t  положительно определена 

на зоне 1D , а ее производная по t функция 
),(

1, txV DL
  представляет собой отрицательную функ-

цию или тождественно равна нулю на зоне 1D . 
Из определения зоны устойчивости D1 и по-

ложительно определенной функции на D1 следует, 
что найдутся такие действительные константы 1T  
и H , при которых для всех значений времени t, 
удовлетворяющих естественным условиям 
 11  & DtTt  , (12) 
и всех значений координат динамической систе-
мы ,...,,, 21 nxxx  зависящих от времени и удо-
влетворяющих условиям 
 ),...,2,1(  nsHxs  , (13) 
будут выполняться (при всех означенных значе-
ниях переменных) неравенства: 
 0),(),(),( 

11 ,1,  txVxWtxV DLDL
 , (14) 

где 1W  – сопровождающая функция для функ- 
ции 

1,L DV . 
Заметим, что по характеру решаемой задачи, 

диктуемому реальными техническими экспери-
ментами и моделями, число T1 трактуется как 
достаточно большое (зона D1 не ограничена 
сверху), а число H как достаточно малое. Как 
следует из определения, во множество D1 не мо-
гут входить изолированные точки.  

Рассмотрим координаты системы sx , как 
функции от времени t , удовлетворяющие диф-
ференциальным уравнениям возмущенного дви-
жения. Следовательно, без ограничения общно-
сти можно допустить, что значения 1ξ ( )s sx T  
этих функций при значениях времени 1Tt   удо-

влетворяют условиям (13) со знаками строгого 
неравенства: 
 ξ    ( 1,2,..., ) s H s n  . (15) 

Тогда в силу естественной непрерывности 
функций )(txs  на зоне 1D  условия (13) будут, 
очевидно, выполняться, по крайней мере, для 
всех значений времени t , достаточно близких к 

1T , причем, все эти значения времени t  лежат в 
зоне 1D . Будем далее рассматривать только та-
кие значения последнего (т. е. параметра време-
ни t ), которые не менее 1T . 

Положим по определению, что  
 01 1 2 1(ξ , ξ ,..., ξ , ).L nV V T   (16) 

Нетрудно видеть, что функция ,L DV  по усло-
вию является потенциально убывающей на D. 
Следовательно, найдется такое значение 2Т D  
(T2  T1), что для всех времен Dt  и 2t T  бу-
дет верно неравенство 
 ,),( 01, VtxV DL    (17) 

причем при значениях времени 2Tt   и коорди-
нат xs = s имеет место равенство 
 01, VV DL  . (18) 

Лемма 1. Из равенства (18) следует, что 
значение 2 1Т D . 

Доказательство. Действительно, в против-
ном случае 2 2( )T D  в силу возрастания функ-
ции VL на зоне D2 нашлось бы такое время 

*
2  t T , для которого выполнялось бы неравен-

ство 01LV V . Однако это неравенство противо-
речит условию (17). Лемма доказана. 

Так как функция ,L DV  положительно опреде-
лена на зоне D , то первое неравенство из серии 
неравенств (14) распространяется на всю зону D : 
 DLVW ,1  ,  (19) 
откуда, имея в виду неравенство (17), получим 
неравенство  
 011 VW  .  (20) 

В то же время из равенства (18) следует, что 
без ограничения общности в качестве величины 

1T  можно взять значение 2T . Таким образом, 
можно считать, что в промежутке времени от T2 
до t условия (13) постоянно выполняются, и в 
том же промежутке для координат динамиче-
ской системы – функций ( )sx t , верно неравен-
ство (20). Так как зона 1D  неограничена сверху, 
то вторую часть неравенства (20) – величину 01V  
можно сделать сколь угодно малой, делая тако-
выми величины ξs , так как по теореме 3 косая 
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функция непрерывна и при любом времени 
функция VL(0, t) = 0. Обозначим через   некото-
рое отличное от нуля, достаточно малое (заве-
домо строго меньшее значения H ) число. Рас-
смотрим всевозможные выходящие из начала 
координат векторы координат системы x с не-
евклидовой нормой 
 εx  . (21) 

Концы этих векторов образуют в аффинном 
пространстве An поверхность n-мерного куба G 
со стороной 2ε . Сопровождающая функция 1W  
функции VL всегда положительна на зоне D. 
Следовательно, существует точный нижний пре-
дел 1W  на множестве G: 
 )( inf 11 xWl

Gx
 .  (22) 

Число l1 будет положительным, ибо по 
определению сопровождающей функции 
( 0)x   1( ) 0,W х   и число l1 в силу непрерыв-
ности функции W1 будет одним из значений, ко-
торые функция 1W  может принять на замкнутом 
множестве G. Как уже отмечалось, начальное 
значение 01V  можно сделать сколь угодно ма-
лым. Следовательно, всегда можно сделать так, 
что будет иметь место неравенство 
 101 lV  .  (23) 

Так как косая функция VL потенциально 
убывает на D , то неравенство (23) будет выпол-
няться для всяких ξs , соответствующих значе-
ниям параметра 2T D , таких, что  

 1ξ λ   ( 1,2,..., ),s s n    (24) 

где 1λ  – некоторое подходящее отличное от нуля 
действительное число.  

Полагаем далее, что величины ξs  действи-
тельно выбраны согласно неравенствам (24). 

Лемма 2. Число 1  необходимо и строго 
меньше  .  

Доказательство. Действительно, если бы 
имело место неравенство 1  , то для подхо-
дящего значения 2T D  и соответствующего 
вектора координат системы 0 1 2(ξ ,ξ ,...,ξ )T

nx   с 
нормой 0 εx   в силу условий (22), (23) выпол-
нялось бы неравенство )( 0101 xWV  , которое, как 
нетрудно видеть, противоречит условию (20). 
Лемма доказана. 

Если же значение 1λ ε , то функции коор-
динат системы )(txs  для соответствующих зна-
чений времени 2t T , Dt  будут тогда удовле-
творять неравенствам 

 ε   ( 1, 2,..., )sx s n   (25) 
для всех значений t  достаточно близких (спра-
ва) к значению времени 2T . 

Напомним, что все проведенные выше рас-
суждения относились к знакоположительной 
зоне D . 

Перейдем ко второй части доказательства. 
Проведя аналогичные рассуждения и построения 
для знакоотрицательной зоны  , получим и 
аналогичные неравенства для этой зоны. А 
именно, найдется такое значение параметра вре-
мени t , равное 3T , что для всех значений време-
ни 3Tt   

 ,)( 022 VxW   (26) 

где 02 ,Δ 1 3 (ξ ,...,ξ , )L nV V T , 3ξ ( ) ,s sx T  
),,...,2,1( ns   а 2W  – сопровождающая функция 

для функции ,LV   на зоне .  Если положить те-
перь  
 )( sup 22 xWl

Gx
 ,  (27) 

то всегда можно сделать так, что для всех значе-
ний аргументов имеет место неравенство 
 202 lV  . (28) 

Так как косая функция LV  потенциально 
возрастает на зоне  , то неравенство (28) будет 
выполняться для всех значений ξs , таких, что 

 2ξ λ    ( 1, 2,..., )s s n  , (29) 

где 2λ  – это некоторое ненулевое действитель-
ное число. Функции координат системы ( )sx t  
для всех достаточно близких к 3T  (справа) зна-
чений времени t  ( t ) будут также удовлетво-
рять неравенствам 
 ε    ( 1, 2,..., )sx s n  . (30) 

Положим по определению, что время  
2 3max{ , }T T T  и пусть (для определенности) 

время 2T T . Изменяясь непрерывно во времени 
Tt   в границах некоторого односвязного ин-

тервала I1, входящего в зону D , функции )(txs  
не могут перестать удовлетворять неравенствам 
(25) иначе, как достигнув предварительно неко-
торых значений, удовлетворяющих условию 
(21). Последнее же утверждение при условиях 
(22), (23) несовместимо с условием (20). Следо-
вательно, при непрерывном возрастании време-
ни t  в границах интервала I1 остается справед-
ливым условие (25). 

Если, возрастая, время t  переходит из ин-
тервала I1 в интервал I2 зоны   по некоторому 
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интервалу   (в частности, даже по точке), то на 
интервале   функция LV  меняет свой характер 
с положительной определенности на отрица-
тельную определенность. Из определения функ-
ции LV  следует, что на интервале   первая кри-
визна k1 равна нулю и, следовательно, на   пе-
ременные )(txs  продолжают удовлетворять 
условию (25). 

Если положить 4 sup T   , то в силу непре-
рывности функции VL в некоторой правой 
окрестности точки 4T  остаются в силе условия 
(30). При этом в силу потенциального убывания 
функции VL, сохраняют силу неравенства (26) и 
(28). Тогда, изменяясь непрерывно с течением 
времени t  в границах интервала I2, функции

)(txs  так же, как и в случае рассмотрения ин-
тервала I1, не могут перестать удовлетворять не-
равенствам (30) иначе, как достигнув предвари-
тельно значений, удовлетворяющих условию 
(21). Последнее же утверждение вновь при усло-
виях (27), (28) несовместимо с неравенством 
(26). Следовательно, во все время непрерывного 
увеличения времени t  в рамках интервала I2 не-
равенства (30) сохраняют силу. Аналогичная си-
туация возникает с переходом времени t из зоны 
 в зону D. 

Таким образом, должно заключить, что ка-
ковы бы ни были значения  s , удовлетворяю-
щие условию 
  1 2ξ min λ ,λs   (s = 1, 2,…, n),   (31) 
функции sx  будут удовлетворять условиям (25), 
равно как и (30), для всех значений t  из интер-
вала I, больших T . Теорема доказана. 

Замечание. Следует отметить, что в преды-
дущих рассуждениях основную роль играет 
функция косого произведения VL. Зачастую в 
конкретных задачах эта функция имеет сложный 
вид и работа с ней вызывает большие вычисли-
тельные осложнения. Задачу анализа устойчиво-
сти динамической системы можно упростить, 
если представить функцию VL в виде 
 VL(x, t) =V1(x, t) + V2(x, t),  
где  = const или  – функция, имеющая посто-
янный знак на области R. Если знак VL(x, t) зави-
сит только от знака V1(x, t) на области R, то в ка-
честве искомой функции (при выполнении усло-
вий теоремы 5) может быть использована функ-
ция V1(x, t). 

Алгоритм. Предложенный подход к си-
стемному анализу устойчивости динамических 
систем имеет технологический (алгоритмиче-
ский) характер.  

Приведем алгоритм в явном виде. Для 
упрощения изложения и приближения к реаль-
ным задачам анализа устойчивости динамиче-
ских систем (рассмотренным во второй части 
работы), предполагаем, что для косой функции 

),( txVL  вида (10.B) имеет место условие 
),(),( 1 txVtxV nL  . Тем самым утверждается, что 

система имеет кривизны до n -го порядка вклю-
чительно во всех ее точках и, тем самым, имеет 
весьма гладкую траекторию на всем ее протяже-
нии. Как следствие, декларируется, что зоны 
устойчивости системы (в случае их существова-
ния) будут сохранять свой характер в некоторой 
окрестности начала координат. 

Шаг. 1. Описать модель функционирования 
динамической системы в каноническом виде (1). 

Шаг 2. Вычислить (сформировать) функцию 
),( txVn  по формуле (11. B). 

Шаг 3. Вычислить (сформировать) функцию 
),( txVn

  по формуле (11. C). 
Шаг 4. По виду функций ),( txVn  и ),( txVn

  
доказать наличие зон устойчивости системы, 
используя известные методы анализа знакоопре-
деленности функций или форм. Например, для 
задач, рассмотренных во второй части работы, 
при 2n , применив критерий Сильвестра или 
метод Лагранжа. 

В общем случае шаг 4 осуществляется чис-
ленно, компьютерными методами. 

Шаг. 5. Применить теорему 5 (о достаточ-
ных условиях устойчивости системы) и ответить 
на вопрос об устойчивости системы. 

Замечание. Формирование функции ляпу-
новского типа  txVL ,  и исследование ее харак-
терных зон на основе свойств кривизн траекто-
рий системы вида (6), (7), (8), (10.A) позволяет, 
ввиду теоремы о нормальных уравнениях траек-
торий, обоснованно выдвинуть гипотезу о воз-
можности описания в общем случае характера 
устойчивого (асимптотически устойчивого) при-
ближения траектории к началу координат, что 
является главным (до сих пор не решенным) во-
просом теории устойчивости. 

Выводы. В первой части работы предложен 
метод анализа устойчивости динамических си-
стем, который, в отличие от известных методов 
[2, 3, 6, 24, 31–36, 38], имеет ярко выраженный 
конструктивный, алгоритмический характер. 
Конкретное применение этого метода на реаль-
ных задачах анализа устойчивости динамиче-
ских систем будет приведено во второй части 
работы. 

Одновременно отметим, что технически ме-
тод сложен в реализации, особенно для систем 
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большой размерности. Однако для задач теории 
динамических систем, рассматриваемых автора-
ми в прикладном плане во второй части работы 
(уравнения Льенара, Ван дер Поля, Ла-Салля и 
их модификации), метод вполне реализуем и 
эффективен. 
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In the system analysis of dynamic models an essential role is played by the questions connected with the 
analysis of dynamic systems balance provision stability, and in their mathematical models – stability of 
equations systems solutions. Technical "stability" is a capability of system to return to an equilibrium condi-
tion after third-party indignation or management. The direct method of Lyapunov remains the major one for 
the research of dynamic systems stability. However, heuristic creation of Lyapunov function isn't connected 
directly with structural properties of the researched system and therefore there are no exhaustive general 
methods of its creation on the set system model yet. It is the most serious lack of Lyapunov methodology. In 
the work this shortcoming is overcome: two fundamental problems of the system analysis of dynamic systems 
are considered: creation of Lyapunov type functions according to a  system model and assessment on this 
basis of stability area (asymptotic stability) of a dynamic system. 

The work aim is to offer technological, algorithmically implementable method of creation of functions 
of Lyapunov type for the analysis of real dynamic systems stability on their models. Properties of the offered 
approach are considered. The method is approved on the systems described by Lyenar, Van der Paul, La-
Sall's equations and showed the outstanding performance. 

Key words: system analysis, dynamic processes, stability, Lyapunov type functions, Lyenar, Van der 
Paul, La-Sall's system. 
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