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Рассматривается задача разработки системы управления с обратной связью для обратного 
маятника, управляемого гиродином, с оперативным пересмотром положения равновесия после сме-
щения центра масс. Целью работы являются исследование и синтез линейно-квадратичного регу-
лятора, способного стабилизировать обратный маятник с гиродином в новом положении равнове-
сия. Для построения математической модели объекта управления выводятся Лагранжиан обратно-
го маятника с гиродином и уравнения Эйлера – Лагранжа. Проводится линеаризация полученной мо-
дели около положения несмещенного равновесия. Показано, что задача синтеза линейного управле-
ния имеет решение в этом случае. Затем модель оснащается величиной приборной ошибки в опреде-
лении направления на вертикаль, вызванной смещением центра масс. Показано, что в этом случае 
система линейных уравнений будет иметь асимптотически устойчивое стационарное решение, при 
этом в новом положении равновесия центр тяжести обратного маятника будет находиться над 
точкой опоры. Проверка робастности полученного управления осуществлена в компьютерной моде-
ли, построенной с помощью пакета MATLAB/Simulink и на опытной установке. Характеристики 
переходных процессов подтверждают надежность синтезированного линейно-квадратичного 
управления при стабилизации обратного маятника с гиродином в новом положении равновесия. 
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Введение 

Динамическая стабилизация шагающего ро-
бота является растущим направлением исследо-
ваний [1], по мере того как такие роботы созда-
ются для использования в человеческой среде, 
где применение колесных транспортных средств 
затруднено или невозможно [2, 3]. Основная 
сложность конструирования шагающих роботов 
заключается в обеспечении компенсации откло-

нений корпуса робота от положения равновесия, 
возникающего при ходьбе машины [4]. В нашем 
исследовании мы рассматриваем неатропоморф-
ную систему стабилизации шагающего робота, 
основанную на использовании компенсирующе-
го момента гиродина для возврата перевернутого 
маятника, который моделирует тело робота, в 
положение равновесия. Перевернутый маятник 
является одной из распространенных и адекват-
ных механических моделей для исследования 
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проблемы динамической стабилизации шагаю-
щего робота [5]. Применение гиродина для ста-
билизации перевернутого маятника интенсивно 
изучается в последние годы. В работе [6] пред-
ложена глобальная замена координат для преоб-
разования динамики системы в нелинейную под-
систему меньшей размерности и стабилизации 
системы с помощью функции управления Ляпу-
нова. Другое исследование [7] посвящено созда-
нию модели прогнозирующего контроллера 
(MPC) для управления такой системой. Носимый 
гиродин в виде ножничных пар для поддержки 
баланса человека обсуждался в [8]. Тем не ме-
нее, следует отметить, что при переходе от ма-
тематических моделей к созданию реальных ша-
гающих машин проблема погрешности опреде-
ления положения центра масс (ЦМ) робота оста-
ется нерешенной. Для решения этой проблемы 
можно использовать наблюдатель механическо-
го состояния, как в [9]. Как правило, наблюда-
тель применяется для получения оценки компо-
нентов вектора состояния механической систе-
мы, компенсирующей ошибку аппаратного дат-
чика. При определенных условиях можно рас-
сматривать смещение ЦМ как ошибку аппарат-
ного датчика. 

В данной статье предложен вариант линей-
но-квадратичного регулятора (LQR), который 
позволяет без использования наблюдателя ста-
билизировать конструкцию при смещении ЦМ. 

LQR применяется, когда динамика системы 
описывается набором линейных дифференци-
альных уравнений, а минимизируемый показа-
тель качества (обычно сумма ключевых откло-
нений от желаемого состояния системы) описы-
вается квадратичным функционалом. В теорети-
ческой части статьи представлены уравнения 
движения для рассматриваемой модели перевер-
нутого маятника с гиродином, их линеаризация 
и синтез регулятора. В экспериментальной части 
представлены параметры опытной установки и 
имитационная модель с регулятором, который 
реализует синтезированное управление. Прове-
дено сравнение экспериментальных данных, взя-
тых с установки и полученных в MATLAB / 
Simulink при моделировании дополнительной 
нагрузки, приводящей к переносу положения 
равновесия. 

Теоретическая часть 

Рассматриваемая в работе конструкция (ри-
сунок 1) состоит из трех частей: гиродин, его 
оснастка и обратный маятник. 

Положение конструкции в пространстве од-
нозначно задается тремя углами:   – угол пово-
рота оснастки относительно перевернутого ма-

ятника, причем 0   соответствует положению 
оси вращения гиродина сонаправленно оси пере-
вернутого маятника;   – угол поворота оси пе-
ревернутого маятника относительно вертикали; 
  – угол поворота гиродина относительно его 
оснастки. 

Ясно, что   является циклической перемен-
ной. Угловые скорости обозначим следующим 
образом: pω  – угловая скорость перевернутого 
маятника относительно неподвижного репера; 

gω  – угловая скорость оснастки относительно 

перевернутого маятника; dω  – угловая скорость 
гиродина относительно его оснастки. 

Выполняются следующие равенства:  
 ,  ,  . p g d            

 
Рисунок 1  Механическая модель робота 

Предполагается, что центры масс гиродина и 
его оснастки совпадают (точка C на рисунке 1) и 
расположены на пересечении оси вращения 
оснастки, оси вращения гиродина и оси перевер-
нутого маятника.  

Пусть ЦМ перевернутого маятника лежит на 
его оси. Тогда полная потенциальная энергия 
имеет вид:  
 0Π Π cos ,   
где 0Π  – потенциальная энергия всей конструк-
ции при 0  .  

Запишем полную кинетическую энергию си-
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где ,h OC  dm  – масса гиродина, gm  – масса 

оснастки, pJ  – момент инерции перевернутого 
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маятника относительно оси вращения, проходя-
щей через точку O, dI  и gI  – моменты инерции 
гиродина и его оснастки относительно оси вра-
щения гиродина, dJ  и  gJ  – моменты инерции 
гиродина и его оснастки относительно любой 
перпендикулярной оси, проходящей через точку 
C. Предполагается независимость моментов 
инерции относительно выбора этой оси. 

Запишем Лагранжиан конструкции: 
ΠL T  . Уравнения движения будут иметь 

вид: 

  ,a
d L L
dt
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где a  – момент актуатора, d  – момент двига-
теля гиродина. Актуатор осуществляет вращение 
оснастки относительно перевернутого маятника, 
а двигатель гиродина – вращение гиродина от-
носительно его оснастки. Произведя элементар-
ные преобразования, запишем уравнения движе-
ния в следующем виде:  
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 ( cos sin ) .d dI          (3) 
Далее будем считать, что контроллер оборо-

тов двигателя гиродина идеально поддерживает 
заданную скорость вращения гиродина Γ,   
иными словами, контроллер оборотов выбирает 

( cos sin )d dI        и уравнение (3) авто-
матически выполняется. 

Поскольку подавляющее большинство при-
меняемых на практике электродвигателей не 
позволяют управлять моментом, а управляются 
заданием скорости вращения вала, то представ-
ляется целесообразным предположить, что a  
таково, что уравнение (1) выполняется автома-
тически и мы можем осуществлять управление 
непосредственным заданием скорости  . Эти 
предположения достаточно естественны и не 

являются ограничительными, поскольку величи-
ны , ,     и   на практике будут сравнительно 
невелики, а актуатор является достаточно мощ-
ным для того, чтобы обеспечить практически 
моментальный выход на любую заданную ско-
рость  . 

Таким образом, уравнения (3) и (1) выпол-
нены вследствие этих предположений. Для ана-
лиза остается уравнение (2), в котором, управляя 
скоростью  , необходимо вывести   в ноль. 
При этом ставится дополнительная задача при-
вести угол   также к нулю. 

Произведя линеаризацию уравнения (2) око-
ло положения равновесия 0,   0,   0,   

0,   получим: 
 0 0Π Γ ,dB I      
где 2

0 ( )p g d d gB J m m h J J      – момент 
инерции всей конструкции относительно оси 
вращения, проходящей через точку опоры O, при 

0.     Приведя к нормальному виду, полу-
чим следующее уравнение: 
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Итак, перейдём к синтезу управления. Пусть 
u    – управление. Введем обозначение ( )a t   

0
( ) .

t
s ds   Тогда задача управления запишется 

в виде: 
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Эквивалентно, в матричном виде: 
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Цель управления – сделать точку a      
0a   фазового пространства системы (4) 

асимптотически устойчивой. 
Управление будем искать в виде: 

 ( ) ,a au k k k k
a
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где a ak k k k   – параметры управления. 
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Вводя ,x
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 матричный вид уравнения (4) можно 

записать следующим образом: 

 .d x Ax bu
dt

    (5) 

Задача построения линейного управления 
для (5) имеет решение, так как 2det( , , ,b Ab A b  

3 ) 0A b   [10, § 2.3]. 
Параметры управления a ak k k k   мо-

гут быть найдены методом LQR [11]. Численное 
моделирование показывает достаточную робаст-
ность предложенного метода, которая заключа-
ется в том, что при «заморозке» параметров 
управления система остается стабилизируемой 
даже при достаточно значительном изменении 
масс компонент системы.  

Предположим, что в результате дополни-
тельной механической нагрузки ЦМ системы 
оказался не на оси OC. При этом мы заранее не 
знаем новое положение ЦМ. С учетом робастно-
сти метода LQR математически это выражается 
в наличии некоторой неизвестной постоянной 
ошибки в определении угла  . Иными словами, 
вместо истинного направления на вертикаль   
приборы выдают величину Δ.   Это, в свою 
очередь, приведет к смещению в управлении, и в 
этой ситуации управление имеет вид: 

 ( ) Δ,a au k k k k k
a
a

 

 
 
    
  
 

 




 

При таком управлении система (5) будет 
иметь асимптотически устойчивое стационарное 
решение, которое можно найти, решив систему 
линейных уравнений: 
 ( ) Δ.A bk x bk   
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Решив эту систему, находим, что 

 0,    Δ .
a

k
a a

k
         

Из полученных равенств следует, что даже 
при смещении ЦМ рассматриваемая система бу-
дет стабилизироваться в таком положении, когда 
центр тяжести расположен над точкой опоры. 
При этом ось вращения гиродина будет распо-
ложена в плоскости вращения перевернутого 
маятника. 

Экспериментальные исследования 
Для реализации контроллера разработана 

компьютерная модель перевернутого маятника с 
гиродином в MATLAB/Simulink с использовани-
ем библиотеки твердотельного моделирования 
Simscape Multibody, а также собрана экспери-
ментальная установка.  

Механические параметры гиродина приве-
дены в таблице 1. 
Таблица 1  Механические параметры гиродина  

Элемент Масса 
(кг) 

Силовой гироскоп (с защитным корпу-
сом маховика, двигателем раскрутки, 

серводвигателем актуации,  
подшипниковыми узлами) 

5,3 

Управляющий гироскоп 1,1 
Общая рама узла 2,5 
Стойки маятника 0,6 
Шарнир маятника 1,0 

Маховик в составе силового гироскопа име-
ет массу 2 кг с 200 мм внешним диаметром. Его 
главные моменты инерции равны [0,01; 0,005; 
0,005] кг·м2. 

Динамические характеристики силового ги-
роскопа приведены в таблице 2.  
Таблица 2  Динамические характеристики  
силового гироскопа  

Характеристика Значение Единица 
измерения 

Скорость вращения 
маховика гироскопа 

15 000 об/мин 

Момент инерции ма-
ховика относительно 
оси вращения 

0,01 кг·м2 

Момент инерции си-
лового гироскопа от-
носительно оси акту-
ации (прецессии) 

0,015 кг·м2 

Оценочная высота ЦМ относительно оси 
вращения самого маятника в положении равно-
весия – 0,275 м. Высота расположения общей 
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рамы относительно стола / относительно оси 
вращения всего маятника: ~0,18 / 0,155 м.  

Использовались RDrive 50 и X2216 KV1400 
в качестве двигателя актуации и двигателя рас-
крутки соответственно. 

Механические параметры компьютерной 
модели системы в MATLAB/Simulink были вы-
браны таким образом, чтобы соответствовать 
параметрам экспериментальной установки. 

Примем во внимание следующие условия и 
ограничения, связанные с экспериментальной 
установкой: частота дискретизации управления 
(5) равна 100 Гц, задержка получения и обработ-
ки данных с датчиков составляет 100 мс, допу-
стимый аддитивный шум измерения угловой 
скорости составляет 44 10   рад/с. Идентифици-
рованная передаточная функция сервопривода 
актуатора равна 

  
2 5

3 2 4 5
3,203 1 665   2,858 10 .

  55,72  1 ,013 10    2,879 10
s sG s

s s s
  


    

 

Параметры Q и R выбраны на основе оценки 
качества управления для LQR регулятора: 
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Ограничение по модулю величины управле-
ния составляет 3 рад/с, люфт составляет 0,7°. 
Трение в оси вращения перевернутого маятника 
пренебрежимо мало. 

Блочная диаграмма контроллера в среде 
MATLAB/Simulink приведена на рисунке 2. 

 
Рисунок 2  Блочная диаграмма  

системы управления 

При исследовании устойчивости системы в 
присутствии смещения ЦМ и экспериментальная 
установка, и компьютерная модель рассматрива-
лись как асимптотически устойчивые (или коле-
бательно устойчивые в силу нелинейностей в 

контуре управления) в окрестности стационар-
ной точки 0,   0,   0,   0.   Было до-
бавлено ступенчатое возмущение в форме 
 ,нагрузкиF m g
   приложенное к точке на высоте 

2
кубаh

h
 

 
 

 по оси вращения перевернутого ма-

ятника и на расстоянии 2/кубаh  от оси симмет-

рии перевернутого маятника, где h  и кубаh  – вы-
сота оси вращения актуатора относительно оси 
вращения перевернутого маятника и высота об-
щей рамы соответственно. 

В случае экспериментальной установки воз-
мущение добавлялось с помощью подвешивания 
груза соответствующей массы. 

Воздействие начиналось в момент 5 t  с по-
сле начала эксперимента, масса нагрузки состав-
ляла 0,15 0,01нагрузкиm    кг. 

Сравнение экспериментальных графиков для 
установки и для компьютерной модели в 
MATLAB/Simulink приведено на рисунке 3.  

 
Рисунок 3  Экспериментальный график  

для опытной установки (measured)  
и для компьютерной модели (simulated).  

Вверху: временная зависимость угла наклона  
перевернутого маятника. Внизу: временная  

зависимость угла актуатора 

На графиках видно несовпадение характери-
стик переходного процесса при компьютерном 
моделировании и при эксперименте на установ-
ке. Причину этого можно найти в нелинейно-
стях, потерянных на этапе разработки модели 
системы, таких как, например, рассогласование 
оси актуации и ЦМ гиродина, неточности в рас-
чете ЦМ конструкции, а также пренебрежение 
трением по оси вращения перевернутого маят-
ника. Однако на графиках, приведенных на ри-
сунке 3, по завершении процесса система прихо-
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дит к асимптотически устойчивой (колеблющей-
ся) точке, что подтверждает свойства, предска-
занные нами в теоретической части статьи. 

Заключение 
Задачей статьи являлся синтез линейно-

квадратичного управления, достаточно надежно-
го в случае смещения ЦМ перевернутого маят-
ника с гиродином.  

Результаты экспериментов как на экспери-
ментальной установки, так и в компьютерной 
модели системы в среде MATLAB/Simulink под-
твердили надежность предложенного управле-
ния, способного в режиме реального времени 
пересматривать положение равновесия обратно-
го маятника.  

Дальнейшие исследования будут направле-
ны на изучение более сложных моделей пере-
вернутого маятника, оснащенных различным 
количеством гиродинов. 

Работа выполнена в рамках госзадания Ми-
нистерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (проект № 8.2321.2017/ПЧ 
«Разработка и адаптация систем управления 
компенсацией динамических отклоняющих воз-
действий на мобильные объекты, находящиеся  
в состоянии динамического равновесия»). 
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The task of developing a feedback control system for an inverted pendulum controlled by a control mo-
ment gyroscope (CMG) with a real-time revision of equilibrium position after the displacement of mass cen-
ter is considered. The aim is to study and synthesize a linear-quadratic regulator capable of stabilizing the 
inverted pendulum with a CMG in a new equilibrium position. To build up a mathematical model of the con-
trol object, the Lagrangian of the inverted pendulum with a CMG and Euler-Lagrange equations are de-
rived. The linearization of the model obtained is carried out near unbiased equilibrium position. It is shown 
that the problem of linear control synthesis has a solution in this case. Then the model is equipped with par-
ametric quantity of instrumental error in determining the direction to the vertical, caused by the displace-
ment of mass center. It is shown that in this case the system of linear equations will have an asymptotically 
stable stationary solution, while in the new equilibrium position the center of gravity of the inverted pendu-
lum will be above the pivot point. The robustness check of the obtained control was implemented in a com-
puter model built using MATLAB / Simulink and on an experimental plant. The characteristics of transient 
processes confirm the reliability of synthesized linear-quadratic control with the stabilization of the inverted 
pendulum with CMG in a new equilibrium position. 

Key words: inverted pendulum, CMG, gyroscope, automatic control system, feedback, linear quadratic 
regulator, error in determining the position of the center of mass, robust control, simulation, 
MATLAB/Simulink. 
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