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Сравнивается эффективность согласования источника ионов с Гауссовым пучком и аксептан-
сом квадрупольного фильтра масс (КФМ). Цель настоящего исследования состоит в сравнении 
эффективности согласования источника ионов и аксептанса КФМ для работы в первой области 
стабильности и Х-острове стабильности указанным статистическим методом. Особенность за-
дачи состоит в исследовании режима работы КФМ при относительно высоких значениях разреша-
ющей способности R0,1 = 6000. Фильтр масс работает в обычном режиме (верхняя вершина первой 
области стабильности) и в Х-острове стабильности, инициируемом частотной модуляцией  
ВЧ напряжения. Эффективность согласования указанного источника ионов с анализатором в  
Х-острове выше на порядок. Эффективность оценивается с помощью моментов случайного распре-
деления начальных координат и скоростей стабильных траекторий. 
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Введение 
Задача согласования аксептанса КФМ с круглыми электродами и эмиттанса источника 

ионов рассмотрена в статье [1] на основе функции плотности вероятности начальных коорди-
нат скоростей стабильных траекторий. Эмиттанс источника ионов представляет собой пучок 
ионов с гауссовым случайным распределением ионов по поперечным координатам и скоро-
стям. Безразмерная величина дисперсии ионов по скоростям определяется формулой [2]: 

௩ߪ  = ට
ଶ௞ ೒்

௠೔

ଵ
గ௥బ௙

,  (1) 

где ݇ – постоянная Больцмана; ௚ܶ – температура ионов; ݉௜ 	 – масс иона; ݎ଴		– радиус поля; 
݂	– циклическая частота ВЧ поля. В основе формулы (1) лежит распределение Максвелла по 
скоростям ионов при охлаждении ионов в потоке газа [3-7]. Дисперсия ионов по x и ݕ	коор-
динатам также полагается Гауссовым пучком и равна: 
௫ߪ  = ௬ߪ =  ଴.  (2)ݎ/௨ߪ

Для статического описания эффективности согласования источника ионов и аксептанса 
КФМ используется траекторный метод [1]. При заданных начальных случайных значениях 
координат и скоростей, характеризуемых дисперсиями ߪ௨ и ߪ௩, рассчитывается ܰ = 100	000 
траекторий на интервале времени (0,  периодов ВЧ поля достигнет детектора	За время ݊ .(ߨ݊
௢ܰ௨௧ ионов. В заданной точке (ܽ, -соответствующей вершине контура пропускания, коэф ,(ݍ

фициент пропускания равен ௢ܰ௨௧/ܰ. В процессе расчета траекторий на плоскостях (ݔ, ௫ܸ) и 
,ݕ) ௬ܸ) формируем массивы из ௢ܰ௨௧ точек. Начальные фазы помечаем фазовыми точками раз-
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личных цветов. Далее из полученных массивов рассчитываем функции плотности вероятно-
сти ܨ௜(ݔ, ௫ܸ) и ܨ௜(ݕ, ௬ܸ). Зная функцию плотности, определяем матрицу моментов ܯ௫ 	[1]: 

௫ܯ  = ቂ
݉௫௫ ݉௫௬
݉௬௫ ݉௬௬

ቃ ; (3) 

 ݉௫௫ = ∫ ,ݔ)௜ܨ ௫ܸ)ݔଶ
ଵ.ଵ
ିଵ,ଵ ݀ݔ݀ ௫ܸ ; 		݉௏௏ = ∫ ,ݔ)௜ܨ ௫ܸ) ௫ܸ

ଶଵ.ଵ
ିଵ,ଵ ݀ݔ݀ ௫ܸ;  (4) 

 ݉௫௏ = ݉௏௫ = ∫ ,ݔ)௜ܨ ௫ܸ)ݔ ௫ܸ
ଵ.ଵ
ିଵ,ଵ ݀ݔ݀ ௫ܸ .  (5) 

Изучение частотного спектра ВЧ напряжения показало, что существуют две частоты 
ߥ = 2 ± ߚ где ,ߚ = ଵ

௉
, P – целое и P = 25 – 40. Реализуются Х-острова с хорошими ионно-

оптическими свойствами: трапецеидальная форма пика с высокой разрешающей способно-
стью R0,1 = 5000 – 6000 при коэффициенте пропускания 14-16 % и времени сортировки  
n = 100-150 ВЧ периодов. Один из таких островов представлен на рисунке 1. Положение ост-
рова на плоскости (ܽ, ݉ параметров определяется индексом модуляции (ݍ = 0,019 и относи-
тельной частотой ߥ = 35/18. Узкий остров пересекает линия сканирования ܽ =  которая ,ݍߣ2
определяет положение пика на шкале массовых чисел. Х-остров (рисунок 1) получил такое 
название, поскольку следует изолинии характеристического показателя ߚ௫ невозмущенной 
первой области стабильности. 

Задача настоящего исследования состоит в сравнении эффективности согласования ис-
точника ионов и аксептанса КФМ для работы в первой области стабильности и Х-острове 
стабильности указанным статистическим методом. Особенность задачи состоит в исследова-
нии режима работы КФМ при относительно высоких значениях разрешающей способности 
R0,1 = 6000. 

 
Рисунок 1 – Х-остров при частотной модуляции ВЧ напряжения с параметрами:  
࢓ = ૙, ૙૚ૢ,ࣇ = ૜૞/૚ૡ, ࢇ = ૛ࢗࣅ – линия сканирования с параметром ࣅ = ૙,૚૞ૢ૟ 

Figure 1 – Х-stability island created by frequency modulation with parameters: 
࢓  = ૙,૙૚ૢ,ࣇ = ૜૞/૚ૡ, ࢇ = ૛ࢗࣅ – scanning line, ࣅ = ૙,૚૞ૢ૟ 

Контуры пропускания 
Для построения контуров пропускания (рисунок 2) использовался траекторный метод, 

основанный на последовательном интегрировании уравнений движения ионов: 
ᇱᇱݔ  + {ܽ − ߦ)[2	cosݍ2 − (଴ߦ + ݉cos	(2ߦ)ߥ − ݔ{[((଴ߦ = 0, (6) 
ᇱᇱݕ  − {ܽ − ߦ)[2	cosݍ2 − (଴ߦ + ݉cos	(2ߦ)ߥ − ݕ{[(଴ߦ = 0. (7) 



 Вестник РГРТУ. 2020. № 73 / Vestnik of RSREU. 2020. No 73 156

В уравнениях (6) и (7) ݔ	и	ݕ – поперечные координаты, нормированные на ݎ଴, ܽ	и ݍ – без-
размерные параметры: 
 ܽ = ଼௘௎

௠೔ஐమ௥బమ
, ݍ = ସ௘௏

௠೔ஐమ௥బమ
	 , ߦ = Ω(8) ,2/ݐ 

где ܷ – постоянное и ܸ – амплитуда переменного напряжения ±(ܷ − ݐΩ]ݏ݋ܸܿ +  ,([ݐ߱ݏ݋ܿ	2݉
прикладываемых к противоположным парам электродов, Ω – угловая частота ВЧ напряже-
ния, ߱ – угловая частота напряжения модуляции,	݉௜ и ݁	– масса и заряд иона; ݎ଴ – радиус по-
ля, ߦ		– безразмерное время, ߦ଴ – начальная фаза, ߥ = ߱/Ω – относительная частота модуля-
ции, ݉ – индекс модуляции. 

 
 а (а) б (b) 

Рисунок 2: a – Рассчитанный массовый пик в обычном режиме работы КФМ (а).  
Дисперсии ионов по скоростям ࣌࢜ = ૙,૙૙ૠ࣊࢘૙ࢌ и координатам ࣌࢞ = ૙,૙૚࢘૙, соответственно. 

Время сортировки ࢔	 = ૜૙૙ периодов ВЧ поля, б – Х-остров стабильности с параметрами:  
индекс частотной модуляции ࢓ = ૙. ૙ૢ૜, относительная частота модуляции ࣇ = ૜૞/૚ૡ, 

࢔ = ૚૞૙. Параметр ࣅ	линии сканирования ࢇ = ૛ࢗࣅ равен ࣅ = ૙, ૚૞ૢ૟ 
Figure 2: a – Х-stability island created by frequency modulation with parameters: ࣌࢜ = ૙,૙૙ૠ࣊࢘૙ࢌ 

and in coordinates ࣌࢞ = ૙,૙૚࢘૙. Sorting time ࢔	 = ૜૙૙ periods of RF field, b – Mass peaks shapes for 
created by the frequency modulation X – island with parameters: ࢓ = ૙,૙ૢ૜, ࣇ = ૜૞/૚ૡ, ࢔ = ૚૞૙, 

ࢇ = ૛ࢗࣅ – scanning line, ࣅ = ૙, ૚૞ૢ૟ 
Заметим, что при ݉ = 0 уравнения Хилла (6), (7) переходят в уравнения Матье, описы-

вающие движение ионов в фильтре масс. Важно отметить, что период изменения начальной 
фазы ߦ଴ равен ߨ для уравнения Матье и ܲߨ для уравнения Хилла, если ߥ = ݊ + ݇/ܲ, где 
݊ = 0,1,2,… , ݇/ܲ – простая несократимая дробь, ݇	и	ܲ – целые числа. 

На рисунке 2 приведены рассчитанные контуры пропускания (массовые пики) в обычном 
режиме сепарации (рисунок 2, а) и в Х-острове стабильности (рисунок 2, б). Можно видеть 
преимущества работы в Х-острове стабильности: форма пика – трапецеидальная, требуемое 
время сортировки ݊ в два раза меньше, коэффициент пропускания выше. Для прояснения та-
кого различия в эффективности согласования эмиттанса источника и аксептанса анализатора 
проанализируем распределение начальных условий на фазовых плоскостях (ݔ, ௫ܸ) и (ݕ, ௬ܸ). 

Статистический анализ 
На рисунке 3 приведены распределения начальных координат и скоростей в первой об-

ласти (рисунок 3, а, б) и в Х-области стабильности (рисунок 3, с, д). 



Вестник РГРТУ. 2020. № 73 / Vestnik of RSREU. 2020. No 73.  157 

 
a (а) 

 
б (b) 

c (c) д (d) 

 ଴ߦ

 
Рисунок 3 – Распределения начальных координат и скоростей стабильных траекторий в Х и Y 

направлениях в первой области стабильности (a, б) при следующих параметрах: 
	࢔  = 	૜૙૙, 	ࢇ = 	૙, ૛૜૟ૡ, 	ࢗ = 	૙, ૠ૙૞ૢ૞ и в Х-области стабильности (с, д) при следующих  

параметрах ࢔	 = 	૚૞૙, ࢇ	 = 	૙, ૛૜૜૛, ࢗ	 = 	૙, ૠ૜૙૞૛. Гауссово распределение начальных  
координат и скоростей с дисперсиями ࣌࢞ = ૙,૙૚࢘૙ и ࣌࢜ = ૙,૙૙ૠ࣊࢘૙ࢌ 

Figure 3 – Distribution of initial coordinates and velocities of stable trajectories in X and Y directions 
in the first stability region (a, b) with the following parameters ࢔	 = 	૜૙૙, 	ࢇ = 	૙, ૛૜૟ૡ, 

	ࢗ = 	૙, ૠ૙૞ૢ૞ and in the X-stability region (c, d) with the following parameters 
	࢔	 = 	૚૞૙, ࢇ	 = 	૙, ૛૜૜૛, ࢗ	 = 	૙, ૠ૜૙૞૛. Gaussian distribution of initial coordinates  

and velocities with dispersions ࣌࢞ = ૙, ૙૚࢘૙ and ࣌࢜ = ૙, ૙૙ૠ࣊࢘૙ࢌ 

Из рисунка 3 можно визуально заметить, что облако точек занимает большую фазовую 
площадь для Х-острова (рисунок 3, с, д) в сравнении с площадью для первой области  
(рисунок 3, а, б). Этот факт может быть описан количественно на основе функции плотности 
вероятности, определенной численно по ансамблю точек на фазовых плоскостях рисунок 3.  

Функции ݔ)ܨ, ௫ܸ) и ܨ൫ݕ, ௬ܸ൯ представлены графически на рисунке 4 для первой области 
стабильности (рисунки 4, a, б) и для Х-острова (рисунки 4, с, д). 

В первой области стабильности при больших значениях разрешающей способности  
R = 6000 аксептанс (область допустимых начальных координат и скоростей) в	(ݔ, ௫ܸ) плоско-
сти меньше, чем в (ݕ, ௬ܸ) плоскости (рисунок 4, а, б). Область допустимых начальных скоро-
стей по X-координате очень мала (рисунок 4, а). 
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Белыми прямоугольниками на рисунок 4, а, б, с, д отмечены границы функции плотности 
вероятности, где ее значение пренебрежимо мало. Отсюда следует, что аксептансы по X и Y 
координатам для Х-острова значительно превышают аксептансы для первой области. Кроме 
этого, величины максимумов функции плотности вероятности больше для Х-острова ста-
бильности. 

  
а (а) б (b) 

с (с) д (d) 
Рисунок 4 – Функции плотности вероятности для первой области стабильности (a, б)  

и для Х-острова стабильности (с, д) 
Figure 4 – Probability density functions for the first stability region (a, b)  

and for X – stability islands (c, d) 

Обсуждение результатов 
Перейдем к количественному описанию статистического аксептанса двух режимов рабо-

ты. Используя формулы (3) – (5) и функции	ݑ)ܨ,  найдем элементы матриц (рисунок 4) (ݑ̇
моментов ܯ௫ и ܯ௬ для X-острова: 

௑ܯ  = ൤ 3,65 ∗ 10
ିହ −1,02 ∗ 10ି଼

−1,02 ∗ 10ି଼ 1,85 ∗ 10ିହ
൨ ௬ܯ	; = ൤1,00 ∗ 10

ିସ 1,12 ∗ 10ି଻
1,12 ∗ 10ି଻ 2,46 ∗ 10ିହ

൨, (9) 

и для первой области стабильности: 

௑ܯ  = ൤ 5 ∗ 10
ିହ 3,2 ∗ 10ି଼

3,2 ∗ 10ି଼ 2,43 ∗ 10ି଺
൨ ; ௬ܯ	 = ൤4,9 ∗ 10

ିହ 2,5 ∗ 10ିଽ
2,5 ∗ 10ିଽ 2,1 ∗ 10ିହ

൨,  (10) 
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Элемент ݉ଵଵ= ߪ௫௫ଶ  и ݉ଶଶ= ߪ௏௏ଶ , где ߪ௫௫ – дисперсия разброса точек по оси ݔ и ߪ௏௏ – дис-
персия начальных поперечных скоростей относительно оси ܸ (рисунок 4, a). Величины 
݉ଵଶ =	݉ଶଵ характеризуют степень асимметрии распределения фазовых точек. 

Контуры картин распределения фазовых точек (рисунок 3) приблизительно имеет вид 
эллипсов. Полуосями этих эллипсов могут служить дисперсии	ߪ௫௫ 	и	ߪ௏௏ по соответствую-
щим осям ݔ и ܸ. Уравнения эллипсов захвата КФМ в заданном режиме работы имеет вид: 
 ௨మ

௠భభ
+ ௨̇మ

௠మమ
= 1,  (11) 

где ݑ = ݑ или	ݔ = у. Количественно величину аксептанса или эффективность согласования 
можно характеризовать площадью эллипса [1]: 
 ܵ =  ଵଵ݉ଶଶ.  (12)݉√ߨ

Таким образом, величины аксептансов для первой области стабильности ܵ௫ = 
=3,46 ∗ 10ି଺ (рисунок 3, а) и ܵ௬ = 3,19 ∗ 10ି଺ (рисунок 3, б) и для Х-острова – ܵ௫ =	
= 8,16 ∗ 10ିହ		(рисунок 3, с) и ܵ௬ = 1,56 ∗ 10ିହ	(рисунок 3, д). Комбинированный аксептанс 
(ܵ௫ܵ௬) в Х-острове приблизительно в 11,5 раз больше, чем в первой области. В тоже время 
отношение коэффициентов пропускания (отношение высот пиков, рисунок 2) 18:14 весьма 
мало. Возможно, что связь между коэффициентом пропускания и комбинированным аксеп-
тансом – нелинейная. 

Здесь имеет место одномерная сортировка ионов на Х-электродах, на которые подают 
положительный потенциал +ܷ при анализе положительных ионов. Поэтому аксептанс по  
Х-ко-ординате намного меньше аксептанса по Y-координате. 

Заключение 
Эффективность согласования Гауссова источника ионов с аксептансом квадрупольного 

фильтра масс больше для Х-острова по сравнению с первой областью стабильности при вы-
сокой разрешающей способности ܴ଴,ଵ = 6000. Уровень пропускания КФМ в 18 % соответ-
ствует дисперсии ߪ௫௫ ≅ ௬௬ߪ ଴ для X-координаты иݎ0,006 ≅  ଴ для Y-координаты (9). Дляݎ0,01
радиуса пучка 3ߪ௨௨ и ݎ଴ = 4,17	݉݉ находим параметры эллиптического сечения пучка 
௫௫ߪ3 ≅ ௬௬ߪи 3 ݉ߤ	76 ≅  Использование транспортировки ионов в газах возможно .݉ߤ	125
позволит решить проблему согласования. Однако главной проблемой является создание ВЧ 
генератора на несколько киловольт с индексом модуляции ݉	 = 	0,02 и частотой модуляции 
ߥ = 35/18.	
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