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Целью работы является разработка математических и программных средств моделирования 
процессов планирования и распределения разнородных ресурсов в промышленных сетях. Предложены 
два подхода применения функциональных зависимостей случайных величин ресурсов к модели GERT-
сети: параллельный и последовательный, что соответствует процессам планирования и распреде-
ления ресурсов. Предложенные в работе подходы позволяют расширить возможности классических 
GERT-сетей. Для обобщения процесса внедрения и автоматизации расчетов разработана система 
компьютерного моделирования. Также предложены основные этапы математического моделирова-
ния промышленных сетей на основе GERT-моделей. Разработан алгоритм планирования и распреде-
ления разнородных ресурсов в промышленных сетях. Разработана система компьютерного модели-
рования ResourceModeler, позволяющая вычислять законы распределения выходных величин в GERT-
сети с применением линейных функциональных зависимостей с учетом разнородности ресурсов.  
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Введение 
За прошедшие годы проведено множество исследований по использованию тео- 

рии GERT-сетей для моделирования телекоммуникационных систем [1-7]. Исследование се-
тевых моделей с применением функциональных зависимостей случайных величин является 
новым перспективным направлением, позволяющим расширить возможности классических 
GERT-сетей. Это позволяет анализировать одновременно две величины или две операции, 
между которыми существует зависимость. Зависимые величины или операции могут быть 
одного и того же типа или различных типов в зависимости от требований задачи. Примене-
ние функциональной зависимости к модели GERT-сети обычно состоит из двух подходов: 
параллельного (этап планирования) и последовательного (этап распределения). 

Параллельный подход 
В параллельном подходе в модели GERT-сети дополнительно добавляется величина ре-

сурсов. Соответственно случайная величина ресурса R выражается через случайную величи-
ну времени T функциональной зависимостью: ( ).R T  Схема сети ресурсов построена точ-
но так же, как схема сети времени. Это означает, что помимо нахождения закона распреде-
ления времени необходимо также найти закон распределения ресурсов. Вычислительная об-
ласть расширяется до нового пространства, параллельного исходному пространству и свя-
занного функциональными зависимостями. Этот процесс рассматривается как планирование 
ресурсов для выполнения заданной работы. Примеры и результаты расчетов аналитическими 
или численными методами подробно представлены в [8]. 
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Последовательный подход 
В отличие от параллельного подхода, последовательный подход расширяет схему GERT-

сети в той же области вычислений. Распределение специфических ресурсов операций будет 
выражено через ресурсы другой операции. Другими словами, значения параметров зависи-
мых дуг будут рассчитаны на основе параметров базовой дуги и функциональной зависимо-
сти. Что нужно сделать, так это рассчитать оставшиеся параметры и провести анализ сетевой 
модели. По результатам исследования сделать оценку распределения ресурсов в сети. Про-
цесс реализации описан в [9]. 

Еще один подход заключается в применении параллельного и последовательного подхо-
дов на одной и той же модели. Но в связи с его сложным характером здесь упоминаться не 
будет. На рисунке 1 показаны последовательный и параллельный подходы. 

 
Рисунок 1 – Последовательный и параллельный подходы  

применения функциональной зависимости к сетевой модели 
Figure 1 – Sequential and parallel approaches 

to applying functional dependency to a network model 

Для обобщения процесса внедрения и автоматизации расчетов разработаны алгоритм и 
система компьютерного моделирования процессов планирования и распределения разнород-
ных ресурсов в промышленных телекоммуникационных сетях. 

Основные этапы математического моделирования  
промышленных телекоммуникационных сетей на основе GERT-моделей 

Пусть имеется непрерывная случайная величина Х с плотностью )(xf . Случайная вели-
чина Y выражается через случайную величину Х функциональной зависимостью: ).(XY   
Рассмотрим случай, когда функция )(X  строго монотонна, непрерывна и дифференциру-
ема в интервале ),( ba  всех возможных значений случайной величины Х. Требуется найти 
закон распределения случайной величины Y. Чтобы найти решение, необходимо пройти сле-
дующие этапы: 

1. Нахождение функции ( )i y x  , которая является обратной функцией функции 
( ), 1..iy x i n  , где n  – количество зависимой дуги в модели GERT-сети. 

2. Вычисление производной функции '( )i y . 
3. Вычисление плотности распределения вероятности i-й зависимой дуги ( )ig y  по фор-

муле: 

  ( )( ) ( ) ( )i
i i i i

dG yg y f y y
d y

   , 

где ( )iG y  – функция распределения случайной величины Y. 
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4. Преобразование исходной сети по методу эквивалентных упрощающих преобразова-
ний или по формуле Мейсона в эквивалентную сеть, состоящую из одной дуги, характери-
зующейся эквивалентной W-функцией (s) ( )E E EW p M s , где Ep  – вероятность прохождения 
стока, ( )EM s  – эквивалентная производящая функция моментов [10-11]. 

5. Определение закона распределения искомой случайной величины аналитическим или 
численным методом 

Плотность распределения вероятности эквивалентной дуги  Eg y  определяется следую-
щим образом [12]: 

 1( ) ( ) ,
2

i y
E Eg y e d   








    (1) 

где ( )E   – характеристическая функция эквивалентной дуги. 
Численный метод 

Для обеспечения условий интегрирования введем нормально распределенную случайную 
величину с математическим ожиданием 0,   дисперсией 2 1   и плотностью ( ).g y  
Найдем плотность распределения ( ) ( ) ( )E Eg y g y g y   при условии независимости случай-
ных величин. Тогда плотность вероятности ( )Eg y : 

 1( ) ( ) ,
2

i y
E Eg y e X d  








   

где 2( ) ( ) exp( 0,5 )E EX      ; 2exp( 0,5 )  – характеристическая функция величины ( )g y ; 
  – действительная переменная. После нахождения плотности ( )Eg y  должна быть найдена 
искомая плотность распределения ( )Eg y . Это достигается использованием тривиального чис-
ленного метода трансформации законов распределения на основе решения системы линей-
ных уравнений [13]. 

Аналитический метод 
В уравнении (1) выполняется замена переменных: .z i   Функцию, получающуюся в 

результате замены переменных, обозначим через ( ).EФ z  С использованием теории вычетов 
окончательное уравнение имеет следующую форму [14]: 

 
1

1( ) ( ) Res ( ) .
2 k

i n
zy zy

E E Ez zki

g y e Ф z dz e Ф z
i

 

 

      

6. Если сетевая модель содержит много типов ресурсов, для определения закона распре-
деления определенного типа необходимо заменить производящие функции моментов всех 
типов, кроме рассматриваемого, на 1, а затем повторить этапы 4 и 5. 

Алгоритм планирования и распределения разнородных ресурсов 
в промышленных телекоммуникационных сетях 

В общем случае дуги в модели GERT-сети могут принимать любой вид непрерывного 
распределения и любой тип функциональной зависимости. Сначала рассмотрим только ли-
нейную функциональную зависимость XkY   из-за популярности и простоты нахождения 
обратной функции и ее производной. Проведенные исследования показали, что линейные 
преобразования экспоненциального и нормального распределений также дают экспоненци-
альное и нормальное распределения [15-16]. Если распределение экспоненциальное, то после 
функционального преобразования имеем: 

 ( ) exp .g y y
k k
    

 
 

Если распределение нормальное, то: 
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2

2 2

( )( ) 1 exp
22
m yg y
k 

 
 
 

  . 

Этим значениям соответствуют производящие функции моментов ( )M s
k s






 и 

2 2 2exp{ 0,5 }.m s k s  На рисунке 2 приведена блок-схема алгоритма планирования и рас-
пределения разнородных ресурсов с применением линейных функциональных зависимостей. 

 
Рисунок 2 – Блок-схема алгоритма планирования и распределения разнородных ресурсов  

с применением линейных функциональных зависимостей 
Figure 2 – Block diagram of an algorithm for planning and allocating heterogeneous resources using 

linear functional dependencies 

Реализация алгоритма может быть описана более подробно следующим образом: 
При построении модели GERT-сети и сохранении исходных параметров дуг необходимо 

выбрать режим расчета. В режиме планирования система фокусируется на отображении свя-
зи между временем выполнения операции и ресурсами, необходимыми для выполнения опе-
рации. А в режиме распределения система представляет взаимосвязь между основными и за-
висимыми ресурсами. Некоторые параметры не будут необходимы в определенном режиме, 
например вид распределения и его числовые характеристики зависимой дуги не требуется 
указывать в режиме распределения, так как они автоматически вычисляются через основную 
дугу. Вместо этого важно показать основную дугу и тип ресурсов зависимой дуги. 

Удовлетворение условиям работы модели заключается в учете факторов, обеспечивающих 
корректность модели GERT-сети: в модели может быть только один сток и один исток; сумма 
вероятностей выходных дуг одного и того же узла должна быть равна 1 и т.д. 

При выполнении метода эквивалентных упрощающих преобразований необходимо после 
каждого преобразования сохранять схему модели, которая понадобится при отображении 
результатов. Результатом процесса является сеть с единственной эквивалентной дугой, пре-
образованная из исходной сети. Данные последней дуги сформированы как механизм двоич-
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ного дерева. То есть две дуги в сети путем типовых преобразований GERT-сети создадут но-
вую эквивалентную дугу. Процесс преобразования повторяется до тех пор, пока в сети не 
останется только одна дуга. Пример сетевой модели GERT-сети показан на рисунке 3. 

 
Рисунок 3 – Модель GERT-сети 
Figure 3 – GERT network model 

После выполнения преобразования получается схема двоичного дерева эквивалентных 
дуг, представленная на рисунке 4, в котором узлы iTE  дерева являются эквивалентными ду-
гами из 2 дуг предыдущего шага метода упрощающих преобразований. Этот метод включает 
следующие типовые преобразования дуг: параллельные, последовательные и петли. iW  – ис-
ходные дуги. 

 
Рисунок 4 – Схема двоичного дерева эквивалентных дуг –  

результат метода упрощающих преобразований 
Figure 4 – Binary tree diagram of equivalent arcs - result of simplification method 

Последняя эквивалентная W-функция дуги 4TE  указанной выше сети имеет вид: 

 0 1 2 4

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 ( ) ( ) ( )E

W s W s W s W sW s
W s W s W s




. 

После определения эквивалентной функции ( )EW s  переходим к вычислению значения 
плотности распределений вероятностей случайных величин. Для этого применяется числен-
ный метод с использованием формулы обращения и интерполяции характеристической 
функции многочленом Лагранжа второй степени [17]. При вычислении закона распределения 
определенного типа ресурса законы распределения других типов ресурсов будут заменены 
на нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и дисперсией, равной 
единице. Это означает, что остальные типы ресурсов использоваться не будут. 

Система компьютерного моделирования ResourceModeler 
Для ускорения и автоматизации процесса вычислений разработана система компьютер-

ного моделирования ResourceModeler. 
При создании системы были поставлены и решены следующие задачи: 
– построена модель GERT-сети с интуитивно понятным и простым в использовании ин-

терфейсом; 
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– система позволяет добавлять функции, представляющие функциональние зависимости 
во входных параметрах дуги; 

– система рассчитывает плотность распределения вероятности выходной величины как в 
параллельном, так и в последовательном режимах; 

– система разрешает зависимым дугам быть одного или различных типов; 
– система отображает результаты расчета однородных или разнородных типов ресурсов в 

виде таблицы или графика; 
– система позволяет сохранить каждый шаг метода эквивалентных упрощающих преоб-

разований; 
– система обеспечивает обратную совместимость с файлами известного программного 

обеспечения GertExplorer. 
Система компьютерного моделирования состоит из нескольких структурных модулей: 
1. Модуль модели GERT-сети 
Для построения красивого и гибкого графического интерфейса технология WPF (Windows 

Presentation Foundation) является незаменимым выбором. Чтобы сократить время, необходимое 
для создания сложной графики, и оптимизировать производительность вывода, используется 
библиотека интерфейса GraphX Panthernet Software (бесплатная версия с открытым исходным 
кодом). Благодаря помощи этой библиотеки, можно легко построить модель GERT-сети со 
всеми необходимыми параметрами. Узлы легко перетаскивать и перемещать. Дуги разного 
цвета представляют разные типы ресурсов. Интерфейс рабочего окна системы компьютерного 
моделирования ResourceModeler и образец модели показаны на рисунке 5. 

К основным параметрам дуги относятся: название дуги, вероятность выполнения, тип за-
висимой дуги или режим расчета, тип зависимости, тип ресурса. Некоторые параметры появ-
ляются только в определенном режиме, например в режиме планирования будет тип распре-
деления, а в режиме распределения будет зависимая дуга. На рисунке 6 представлены окна 
параметров дуги в режиме планирования и распределения. 

 
Рисунок 5 – Интерфейс системы компьютерного моделирования ResourceModeler  

и образец модели GERT-сети 
Figure 5 – The interface of the computer simulation system ResourceModeler  

and a sample of the GERT network model 
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 a (a) б (b) 

Рисунок 6 – Окна параметров дуги в режиме планирования (а) и распределения (б) 
Figure 6 – Arc parameters windows in distribution mode (a) and planning mode (b) 

Система компьютерного моделирования позволяет использовать до 5 различных типов 
ресурсов в одной модели (рисунок 7). Каждый тип будет показан разными цветами. 

 
Рисунок 7 – Выбор типов ресурсов 
Figure 7 – Choosing resource types 

2. Модуль функции 
Методы обработки данных и расчета для нахождения законов распределения дуг сохра-

няются в этом модуле. Перед началом вычисления необходимо ввести предел, шаг и точ-
ность расчета (рисунок 8). Предел расчета – это минимальное и максимальное значения y , в 
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этом участке вычисляется плотность распределения ( ).Eg y  Плотность распределения рас-
считывается с определенной точностью в точках, равноудаленных друг от друга, равных 
значению шага. 

 
Рисунок 8 – Значения параметров для моделирования 

Figure 8 – Parameter values for simulation 

Для вычисления значения плотности распределения вероятности ( )Eg y  необходимо вы-
числить действительные Re ( )EX   и мнимые Im ( )EX   значения эквивалентной характери-
стической функции GERT-сети в узлах интерполяции. Для решения вышеуказанной задачи 
реализованы две функции: CalDistributionComplex и CalEquivalentComplex. Функция 
CalDistributionComplex рассчитает плотность вероятности в узлах интерполяции в комплекс-
ном виде. А функция CalEquivalentComplex рассчитает плотность вероятности в узлах ин-
терполяции в комплексном виде с использованием типовых преобразований GERT-сети. Две 
функции являются взаимно рекурсивными. На рисунке 9 представлена блок-схема разрабо-
танных функций. 

 
Рисунок 9 – Блок-схема функций CalDistributionComplex и CalEquivalentComplex 
Figure 9 – Flowchart of CalDistributionComplex and CalEquivalentComplex functions 
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3. Модуль результата 
В данном модуле результаты расчета и шаги метода эквивалентных упрощающих преоб-

разований отображаются в виде отдельного окна. В зависимости от выбранного режима воз-
можны различия в представлении результатов. Если выбран режим планирования, то система 
найдет законы распределения величины времени, ресурсов и каждого типа ресурса. 

Плотности вероятностей времени и ресурсов в режиме планирования представлены на 
рисунке 10. Функция распределения и плотность вероятности приведены в виде таблицы 
значений на рисунке 11. 

 
Рисунок 10 – Плотности вероятностей времени и ресурса в режиме планирования 

Figure 10 – Probability densities of time and resource in planning mode 

 
Рисунок 11 – Плотности вероятностей времени и ресурса в виде таблицы значений 

Figure 11 – Probability densities of time and resource in the form of a table of values 

На рисунке 12 показаны законы распределения базового ресурса и зависимых от него ре-
сурсов в режиме распределения. 
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Сохранение каждого шага эквивалентных упрощающих преобразований позволяет поль-
зователю исследовать каждое изменение в процессе преобразования исходной сети в эквива-
лентную сеть, состоящую из одной дуги. На рисунке 13 приведено изменение сетевой моде-
ли на каждом шаге преобразования. 

 
Рисунок 12 – Плотности вероятностей базовых и зависимых ресурсов в режиме распределения 

Figure 12 – Probability densities of basic and dependent resources in distribution mode 

 
Рисунок 13 – Изменение сетевой модели на каждом шаге преобразования 

Figure 13 – Changing the network model at each step of the transformation 
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Заключение 
В статье рассмотрены последовательный и параллельный подходы расширения возможно-

стей классических GERT-сетей. Предложены основные этапы математического моделирования 
и алгоритм применения функциональных зависимостей к модели GERT-сети. Разработана си-
стема компьютерного моделирования ResourceModeler для планирования и распределения 
разнородных ресурсов. На основе полученных результатов показаны преимущества разрабо-
танной системы компьютерного моделирования, а именно: выявление всего процесса преобра-
зования исходной сети в конечную эквивалентную сеть методом упрощающих преобразова-
ний, применение функциональных зависимостей и вычисление законов распределений разно-
родных ресурсов в модели GERT-сети. Также система ResourceModeler является инструмен-
том для сравнения результатов, полученных численными и аналитическими методами. 
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