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Анализируется математическая модель движения парашютиста, рассматривающая снижение 
на раскрытом парашюте.  

Целью работы является изучение автономной системы дифференциальных уравнений, опреде-
ляющей скорость движения парашютиста, на предмет наличия и устойчивости состояний равно-
весия. Первоначально система дифференциальных уравнений определяет связь ускорения парашю-
тиста и скорости по каждой из трех координат пространства. Рассматриваются различные вари-
ации этой системы дифференциальных уравнений. Доказываются теоремы о количестве и устойчи-
вости состояний равновесия.  

На основе реальных данных прыжков, полученных с помощью специального устройства, закреп-
лённого на теле парашютиста, для изучаемой системы дифференциальных уравнений методом ре-
грессионного анализа получены численные значения коэффициентов. Определяются состояния рав-
новесия для каждого прыжка, их устойчивость, практическая значимость и предельное значение 
скоростей в момент приземления. Для полученной системы дифференциальных уравнений построена 
теоретическая траектория парашютиста, проведено ее сравнение с фактической траекторией. 

Ключевые слова: математическая модель движения парашютиста, состояние равновесия, ре-
грессионный анализ, коэффициент корреляции, траектория парашютиста, скорость приземления 
парашютиста. 
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Введение 
Процесс десантирования парашютиста традиционно делят на четыре этапа. В данной ра-

боте будем исследовать движение парашютиста в четвёртой части прыжка. Движение пара-
шютиста отнесём к прямоугольной системе координат Охуz, причём ось Оy направим гори-
зонтально, в сторону движения транспортного средства, ось Оz направим вертикально вверх, 
ось Оx – перпендикулярно к осям Оy и Оz; начало координат О – ортогональная проекция 
начального положения движущегося парашютиста на поверхность земли (рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Система координат 

Figure 1 – Coordinate system 
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Пусть x(t), y(t), z(t) – координаты движения парашютиста в заданный момент времени t. 
В этом случае изменение скорости парашютиста в пространстве описывается следующей 

автономной системой дифференциальных уравнений [3] 
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где xV , yV , zV  – проекции скорости парашютиста на оси OХ, OY, OZ соответственно; коэф-
фициенты nbmkaa ,,,, 3321  зависят от площади поперечного сечения тела по отношению к воз-
душному потоку, формы тела, свойств среды; nc  определяются массой тела и  ускорением 
свободного падения, 3,1n . 

Для системы (1) определим состояния равновесия. А также выясним условия их устойчи-
вости. 

Теоретическая часть 
Получены координаты траектории движения парашютиста в четвёртой части для не-

скольких прыжков. В результате для каждого десантирования, был сформирован массив, ко-
торый отображает зависимость трех координат от времени.  

Применяя для автономной системы уравнений (1) метод регрессионного анализа итогов 
измерений, получаем случаи:  

1) 031  ka ; 
2) ;0321  kcb  
3) 0312  mba . 
Случай 1: детально рассмотрен в работе [4]. 
В данной работе будут рассмотрены случаи 2) и 3). 
Случай 2: 0321  kcb . 
Система дифференциальных уравнений (1) примет вид 
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Найдем и определим устойчивости состояний равновесия системы дифференциальных 
уравнений (2). Для этого рассмотрим следующие возможные два варианта. 

Вариант 1. Скорость 0yV .  
Тогда на основании системы (2) для нахождения zV получили уравнение  

 .0333  cVbVVm zzz  (3) 
Потребуем, чтобы 0zV , тогда zz VV  , и уравнение (3) в этом случае, примет вид 

 .033
2

3  cVbVm zz   (4) 
Вычислим дискриминант уравнения (4) 

 .4 33
2
3 cmbDz    (5) 

Далее, используя равенство (5) находим корни уравнения (4): 
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Если для уравнения (4) выполнены соотношения 
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то корни (6) уравнения (4) будут отрицательными.  
Для определения xV  получим уравнение 
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Тогда, с учетом (9), уравнение (8) обладает решениями 2,12,1


xV . Более того, если 

011  aс , то 02,12,1
xV , если 011 aс , то 02,12,1

 xV . 
Замечание. Практически значимым для исследования движения парашютиста является 

случай 0zV . Вместе с тем совершенно аналогично можно рассмотреть и случай 0zV .  
Проанализируем устойчивость состояний равновесия ),0,( 111

  A , ),0,( 222
  A , вве-

дём следующие обозначения: 
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Для функций ),,(),,,(),,,( zyxzyxzyx VVVMVVVQVVVP  отыщем частные производные 
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Для матрицы линейной части системы уравнений (2) найдём собственные значения в со-
стояниях равновесия 

1A , 
2A : 
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Тогда, если потребовать, чтобы выполнялись неравенства 
 02;0;0 2,1332,1221    mbaba , (11) 
то собственные значения матрицы линейной части (10) будут отрицательными. Поэтому, со-
стояния равновесия 

1A , 
2A будут устойчивыми.  

Таким образом, установлена справедливость следующей теоремы. 
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ТЕОРЕМА 1. Предположим, что для системы дифференциальных уравнений (2) выпол-
няются неравенства (7).  

Тогда:  
1) если 011 aс , то );0;(),;0;( 222111

  AA  являются состояниями равновесия систе-
мы дифференциальных уравнений (2); 

2) если 011  aс , то );0;(),;0;( 222111
   AA  являются состояниями равновесия си-

стемы дифференциальных уравнений (2); 
3) если, кроме того, потребовать выполнения неравенства (11), то состояния равновесия 


21 , AA , 

21 , AA  будут устойчивыми. 
Следствие. В случае выполнения, по крайней мере, одного из следующих неравенств: 

02;0;0 2,1332,1221    mbaba  состояния равновесия 
21 , AA , 

21 , AA  являются 

неустойчивыми. 
Вариант 2. Скорость 0yV .  
Система дифференциальных уравнений (2) может иметь дополнительные состояния рав-

новесия, что зависит от знаков коэффициентов 22 ,ba . Когда 022 ba , найдем 
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a
bVV zy   из второго уравнения системы (2). Состояния равновесия системы уравне-

ний (2) определяются равенствами 
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Потребуем, дополнительно, чтобы  
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Тогда система дифференциальных уравнений (2) при условии, что 011 aс , имеет со-
стояния равновесия );;(),;;( 334333   AA , а при условии, что 011 aс  – 

),;;( 333 A );;( 334  A . В итоге система уравнений (2) будет иметь ещё четыре со-

стояния равновесия 
3A , 

4A . 
Состояния равновесия 

43 , AA  проанализируем на предмет устойчивости. В качестве 

примера рассмотрим состояние равновесия 
3A .  

Матрица линейного приближения для состояния равновесия 
3A  имеет вид 
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Применим теорему Рауса – Гурвица к матрице 
3AB . Получим, что если выполнены нера-

венства [5-8] 
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то действительные части собственных значений матрицы 
3AB  отрицательны. Поэтому со-

стояние равновесия );;( 333 A  будет устойчивым. Аналогично рассматриваются и состоя-
ния равновесия 

44 , , AAA 3 . Таким образом, имеет место следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 2. Предположим, что для системы дифференциальных уравнений (2) выпол-

няются неравенства 022  ba , (13), (15). 
Тогда  
1) если 011 aс , то );;(),;;( 334333   AA являются устойчивыми состояниями 

равновесия системы дифференциальных уравнений (2); 
2) если 011  aс , то ),;;( 333 A );;( 334  A  являются устойчивыми состояния-

ми равновесия системы дифференциальных уравнений (2).  

Модельные примеры 
Рассмотрим реальное движение парашютиста в завершающей четвёртой части прыжка. 

Методом регрессионного анализа вычислим коэффициенты системы дифференциальных 
уравнений (2) [9]: 

3041,01 c , 0356,01 a , 2925,02 b , 0273,02 a , 9240,33 c , ,0631,13 b  
0034,03 m .  

То есть система дифференциальных уравнений (2) принимает вид 
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Пусть для системы (16) 0yV , тогда уравнение (3) имеет решения 7352,31  , 

2064,3122  , 5904,3192  . 
Решение 5904,3192   практически значимым не является, поэтому его из рассмотрения 

исключим. 
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Для системы (14) 011 aс  корни уравнения (8) положительны: 0141,21   для 
1  и 

0267,02   для 
2 . Система дифференциальных уравнений (16) имеет состояния равнове-

сия );0;( 111
 A , );0;( 222

 A . Неравенства (11) для 
1 , 

2  примут вид 
 ,0038,12;01906,0;0 1331221    mbaba  

 ,00380,12;02275,8;0 2332221    mbaba  
Следовательно, состояния равновесия ,, 21

 AA , согласно следствию к теореме 1, являют-
ся неустойчивыми (рисунок 2). 

 

Рисунок 2 – Неустойчивые состояния равновесия 
21 , AA   

Figure 2 – Unstable equilibrium states 
21 , AA  

Далее, для системы дифференциальных уравнений (16) выполняется неравенства 
022  ab , 011  ac . Используя (12), (14) находим 8206,33  , 0146,103  , 9842,1 . 

Система (16) имеет состояние равновесия );;( 333 A , );;( 334  A . Неравенства (13), 

(15) для 
43 , AA  примут вид 06,1072

32
2

2
2  

a
b , ;02556,0,0 43

111 
 AAa  

.03455,2943
22 
 AA  

Следовательно, по теореме 2, состояния равновесия 
43 , AA  являются устойчивыми (ри-

сунок 3). 

 

Рисунок 3 – Устойчивые состояния равновесия 
43 , AA  

Figure 3 – Stable equilibrium states 
43 , AA  


3A


4A
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Таким образом, у системы уравнений (16) существует пять состояний равновесия, три из 
которых неустойчивые, а два устойчивые.  

Практически важным для скоростей xV , yV , zV  является состояние равновесия 
4A . 

Следовательно, если изменение скорости движения парашютиста описывается системой (16), 
то справедливы равенства 
 смtVxt

/9842,1)(lim 


, смtVyt
/0146,10)(lim 


, смtVzt

/8206,3)(lim 


. 

Случай 3: 0312  mba . 
Движение парашютиста в этом случае, определяется системой дифференциальных урав-

нений следующего вида 

 

 

 

1/22 2
1 1

2 2

1/22 2
3 3 3 .

x x x z

y y

z z z x z

V c a V V V

V c b V

V c b V k V V V

     

   


      







 (17) 

Рассмотрим координаты фактической траектории движения парашютиста. Методом ре-
грессионного анализа получим значения коэффициенты системы (17): 039,01 a , 24,02 b , 

31,03 b , 469,01 c , 621,12 c , 917,23 c , 032,03 k .  
Таким образом, система дифференциальных уравнений (17) примет вид 

 
 

 














.032,00,7582,917

24,0621,1
0,0390,469

2/122

2/122

zxzzz

yy

zxxx

VVVVV

VV
VVVV







 (18) 

Для нахождения состояний равновесия системы (18) вначале рассмотрим уравнение  
 .24,0621,1 yy VV   (19) 

Так как )(tyVy  , то уравнение (19) будет иметь вид 
 .)(24,0621,1)( tyty    

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение второго порядка. Его общее реше-
ние имеет вид 
 ,75,6)( 24,0*

2
*
1 teccty t    

где Rcc *
2

*
1 , . 

Таким образом, получим зависимость координаты y от времени t в явном виде. 
Теперь найдем состояние равновесия уравнения (19) 

 .75,6
24,0

621,1024,0621,1  yy VV  

Следовательно, смtVyt
/75,6)(lim 


.  

Далее, рассмотрим подсистему дифференциальных уравнений 

 
 

 









.032,00,758--2,917

0,039-0,469
2/122

2/122

zxzzz

zxxx

VVVVV

VVVV



 (20) 

Приравняем к нулю правые части системы (20): 

 
 

 









.0032,00,758-2,917-

00,039-0,469
2/122

2/122

zxzz

zxx

VVVV

VVV
 (21) 

Решения системы (21) находим численными методами, используя пакет прикладных про-
грамм Maple.  
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Сформируем найденные решения в таблицу 1 состояний равновесия системы дифферен-
циальных уравнений (21). 

Таблица 1 – Состояния равновесия системы (20)  
Table 1 – System equilibrium states (20) 

Скорость по 
координатам A1(Vx, Vz) A2(Vx, Vz) A3(Vx, Vz) 

Vx 0,43 0,62 2,18 

Vz 27,46 -19,27 -4,96 
Для анализа состояний равновесия из таблицы 1 системы дифференциальных уравнений 

(17) обозначим 

 
   

   zyxzxzz

zyxzxx

VVVMVVVkVbc

VVVQVVVac

,,

,,
2/122

333

2/122
11




 

Найдем частные производные функций Q, M 

 ;;2
22

1
22

22

1

zx

zx
Vz

zx

zx
Vx

VV
VVaQ

VV
VVaQ









 .2;

22

22

3322
3

zx

zx
Vz

zx

xz
Vx

VV
VVkbM

VV
VVkM









  

Используя найденные частные производные, составляем матрицу линейного приближения: 

 











VzVx

VzVx

MM
QQ

F . 

Найдем её собственные значения для состояний равновесия 321 ,, AAA . Полученные ре-
зультаты запишем в таблицу 2. 

Таблица 2 – Собственные значения матрицы F 
Table 2 – Eigenvalues of matrix F 

Собственные 
значения A1(Vx, Vz) A2(Vx, Vz) A3(Vx, Vz) 

λ1 -1,096 -0,769 -0,41485 
λ2 0,971 0,455 -0,281 

Анализируя результаты, приведенные в таблице 2, можем заключить, что единственным 
устойчивым, а следовательно, и практически значимым состоянием равновесия является 

),(3 zx VVA . 
Из полученных выше результатов следует, что смtVxt

/18,2)(lim 


; смtVyt
/76,6)(lim 


; 

смtVzt
/959,4)(lim 


. Тогда результирующая скорость движения парашютиста по трем ко-

ординатам стремится к 8,6 м/c. При замерах реальная скорость в момент приземления пара-
шютиста имела значение 5,9 м/с. [2]. Расхождения в значениях реальной скорости и скорости 
теоретической возникают вследствие  неучтенных внешних воздействий, например, ветра и 
других. 

Заключение 
В итоге займемся поиском реальной точки приземления, а также сравнением этого зна-

чения с теоретической величиной. Для этого запишем систему (17) в виде: 

 
 

 

1/22 2
1 1

2 2
1/22 2

3 3 3

;

;

.

x c a x x z

y c b y

z c b z k z x z

     
   


      

   

 

   

 (22) 
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Используя систему компьютерной математики, предназначенную для выполнения реше-
ния математических задач – Maple, поставим в соответствие системе дифференциальных 
уравнений (22) массив данных. 

На основании данных из массивов наглядно изобразим теоретическую и фактическую 
траектории системы уравнений (22) (рисунок 4). 

Заметим, что дистанция между теоретической и фактической точками приземления не 
превышает значения 40 м. 

 
Рисунок 4 – Теоретическая и фактическая траектории движения парашютиста 

Figure 4 – Theoretical and real trajectory of a parachutist 

Для окончательных выводов по рассмотренной модели рассчитаем индекс корреляции 
как по фактическим, так и по теоретическим координатам.  

Получаем: индекс корреляции для переменной x равен 0,99, для переменной y имеет зна-
чение 0,47, для переменной z составил 0,94.  

Таким образом, представленная математическая модель, которая описана с помощью си-
стемы дифференциальных уравнений (18), является пригодной для демонстрации траектории 
прыжка парашютиста на этапе снижения на раскрытом парашюте. 
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