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Проведена оптимизация математического описания кусочно-стационарных радиотехнических 
сигналов. Представлены структура алгоритма и предлагаемая методика статистического описа-
ния. Целью работы является повышение вычислительной эффективности алгоритмов анализа и 
точности спектрального оценивания радиотехнических сигналов на фоне кусочно-стационарных 
помех. Сравниваются качественные показатели предлагаемого модифицированного метода спек-
трального анализа с обычным методом авторегрессии. Экспериментальные исследования показали, 
что путём использования предложенного подхода для спектрального оценивания при сопоставлении 
с известными авторегрессионными методами можно уменьшить в 5,2…7,5 раз невязку между  
контрольным и оцениваемым спектрами. При проведении сравнительного анализа и определении  
эффективности с обычной авторегрессионной моделью уменьшение порядка p может быть  
до 3...5 раз. Подтверждено, что для анализа спектра исследуемых радиотехнических сигналов отно-
сительные отклонения ΔF оценки доминантной частоты существенно (до 6 раз) уменьшаются пу-
тём использования предлагаемого модифицированного метода по сравнению с методом авторегрес-
сии. Выигрыши получаются путём использования априорной информации о меняющейся во времени 
мощности мешающего процесса. 
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Введение 
В настоящее время в различных специализированных областях науки и техники широко 

используются радиотехнические системы и устройства. Их применения включают цифровую 
обработку сигналов, медицинскую неинвазивную диагностику, радиолокацию, инерциаль-
ную навигацию и многие другие. Все эти сферы объединяет то, что существует необходи-
мость в обработке данных, в частности в проведении анализа спектра сигнала для оценки его 
параметров. Особый интерес представляют методы спектрального анализа, учитывающие 
факт изменения параметров мешающего процесса во время наблюдения, к таковым можно 
отнести алгоритмы спектрального анализа радиосигналов на фоне аддитивных кусочно-
стационарных помех. 

Известно [1], что характеристики алгоритмов с использованием коррелограммного мето-
да построения спектральной плотности мощности (СПМ) в традиционных методиках неэф-
фективны при анализе тонкой структуры спектральных портретов. В случае коротких выбо-
рок коррелограмма не позволяет получать адекватные спектральные оценки случайного вре-
менного ряда из-за его низкого частотного разрешения и узкого диапазона применимости [1]. 
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При воздействии нестационарных шумовых помех (ШП) проблема обнаружения измене-
ний (разладки) свойств случайных процессов, возникающих в неизвестный момент времени, 
рассмотрена в большом числе работ [2, 3]. Обнаружение разладки играет важную роль в об-
работке сигналов, позволяет оценить момент изменения свойства процесса и необходимо 
произвести перерасчет параметров модели или оставить прежние параметры (коэффициен-
ты), когда ещё изменения малы. Исходя из актуальных для целого ряда прикладных областей 
требований, на практике для решения данной проблемы предлагаются различные методы, 
например, с использованием теории разладок Колмогорова [2], с помощью метода кумуля-
тивных сумм [3]. Кроме этого, Савченко В.В. построил алгоритм определения момента раз-
ладки случайного процесса на основе спектрального оценивания [4], или с помощью алго-
ритма обнаружения момента изменения времени процесса авторегрессии научной группой 
Воробейчикова С.Э. [5] и т.д. 

Отметим, что в некоторых практических приложениях, связанных, например, с обработ-
кой светолокационной, акустической и медико-биологической информации, фазовыми соот-
ношениями можно пренебречь. Поскольку предполагается, что фазовый спектр не важен, то 
ниже будет сформулирован критерий качества спектрального оценивания, основанный на 
сопоставлении спектральных плотностей мощности. 

Исходя из вышеуказанных требований, в статье, следуя методике, изложенной в работах 
[1, 2, 6, 7], решается задача оптимизации математического описания процессов на фоне ку-
сочно-стационарных помех для повышения эффективности спектрального оценивания. 

Целью данной работы является оптимизация математического описания процессов с 
возмущениями (кусочно-стационарных сигналов), характерных, например, для световых от-
ражений от неоднородных сред (лидарных отражений), для повышения эффективности спек-
трального оценивания. 

Теоретическая часть 
На практике часто существует априорная информация об изменениях мощности адди-

тивного мешающего процесса, на фоне которого необходимо осуществлять спектральный 
анализ радиотехнических сигналов. Может быть известно, например, в задаче медицинской 
диагностики человека по пульсу [8], что шумовая составляющая анализируемого процесса 
существенно изменят свою мощность в процессе наблюдения. 

Представим серию X из T наблюдений Xt в виде дискретной последовательности 
X=[X0, X1, …, Xt, …, XT−1]T (T – знак транспонирования), представляющей собой реализацию 
кусочно-стационарного случайного процесса [2]: 
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где θ – заранее неизвестный, подлежащий оцениванию момент «разладки» — скачкообразно-
го изменения параметров мешающих воздействий; T – общее число временных отсчётов; 

(1) (1) (1) (1) (1) T
0 1 1[ , , ..., , ..., ]mX X X XX , m=0, 1, …,  −1; (2) (2) (2) (2) (2) T

1 1[ , , ..., , ..., ]n TX X X X X , 
n = ,  + 1, …, T − 1 – реализации двух различных по своим статистическим свойствам про-
цессов (например, с аддитивными некоррелированными шумами со среднеквадратическими 
отклонениями σ1 и σ2 соответственно). В дальнейшем предполагается, что в реализации X(1) 
воздействия шумов невелики, а в последовательность X(2) наблюдений сильно зашумлена, 
т.е. σ1 << σ2. 

Для эффективного описания информативных признаков процессов необходимо создать 
адекватную математическую модель обрабатываемых сигналов В условиях воздействия не-
стационарных ШП в данной работе для более точного решения задачи спектрального оцени-
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вания предлагается модель X  процесса X. При этом, вектор T
0 1 1[ , , ..., , ..., ]t TX X X X X      

временных отсчётов tX  предлагаемой модели имеет вид: 
 ,X WX  (2)
где W = diag(w) – (T×T)-мерная квадратная матрица с элементами wm, wn вектора w весовых 
коэффициентов на главной диагонали, wT = [w0, w1, …, wm, …, wθ−1; wθ, wθ+1, …, wn, …, wT−1;]; 
m = 0, 1, …, θ − 1; n = θ, θ + 1, …, T − 1; wm – неизменные весовые коэффициенты, например 
wm = 1; wn – изменяемые (оптимизируемые) в пределах [0; 1] весовые коэффициенты  
wn[0; 1] . 

Как показали эксперименты, данный подход к созданию модели X  процесса X эффекти-
вен в различных прикладных областях (лазерные системы зондирования, локация, медицин-
ская диагностика), если существует необходимость проведения спектрального анализа про-
цесса на фоне нестационарных по мощности аддитивных шумов. 

Проиллюстрируем эффективность предлагаемой методики учёта воздействия неодно-
родных по мощности аддитивных шумов на унимодальные по спектру сигналы при резком 
изменении отношения сигнал-шум в процессе наблюдения. 

Представим модель (2) в развернутой форме: 
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Структура схемы спектрального анализа (СА) по предлагаемой методике показана на ри-
сунке 1, на котором знаком × обозначено умножение отсчётов Xt на соответствующие весо-
вые коэффициенты wt, где  t =0, 1, …, θ − 1, θ, …, T − 1. 

 
Рисунок 1 – Структура схемы спектрального оценивания  

Figure 1 – Spectral estimation scheme structure 
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Одной из важных задач при синтезе аппроксимирующего процесса X  является выбор 
весовых функций, т.е. компонентов wm, wn вектора w. Как показали эксперименты, проведён-
ные на массивах цифровых данных, полученных из разных прикладных областей, весовые 
компоненты wm и wn вектора w могут быть сформированы по следующему правилу: 

 wm=1, 
(1)

(2) (2)

max( )
max[ min( ), max( )]nw 


X

X X
, (4) 

где max(•) – оператор, определяющий максимальное значение коэффициентов вектора, 
min(•) – оператор, определяющий минимальное значение коэффициентов вектора. 

Величина Ε нормированного квадрата длины L-мерного вектора ε невязки, используемая 
в качестве критерия адекватности модели, имеет вид: 
 Ε = εHε/L,  (5) 
где H – знак эрмитового сопряжения (транспонирования и комплексного сопряжения); 
ε = c − s, где s – спектральные характеристики модели; c – спектр, полученный по последова-
тельностям X(1) и подвергнутой низкочастотной фильтрации последовательности X(2): 

 с = F
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где (2)
ФX  – подвергнутая низкочастотной фильтрации зашумлённая часть (2)X  последователь-

ности X; компоненты Fk, l матрицы F дискретного прямого преобразования Фурье вычисля-
ются из соотношения: 

Fl, k = exp(−i2πkl/L), l = 0, 1,…, L − 1; k = 0, 1, …, T − 1, 
где i – мнимая единица, l – текущий частотный отсчёт, L – число спектральный отсчётов. 

Как сказано было выше, в некоторых практических приложениях, связанных, например, 
с медицинской диагностической информацией, биомедицинские сигналы имеют, как прави-
ло, маленькие амплитуды и низкие частоты, особенно чувствительные к мешающим воздей-
ствиям [8]. Поэтому актуальна задача уменьшения деструктивного воздействия шумов, что 
учитывается при построении спектра c. 

Для наглядного представления критерия (5) представим его в виде: 
 Ε = (c − s)H(c − s)/L.  (7) 

Комплексный частотный спектр s получается преобразованием между вектором X  мо-
дели и матрицей F комплексного дискретного преобразования Фурье: 
 . s FX FWX  (8) 

Учитывая введённые в (6), (8) обозначения, выражение (7) для целевой функции может 
быть представлено в следующем виде: 
 Ε(X) = (c − FWX)H(c − FWX) / L→ min

LCX
, (9) 

где CL – комплексное L-мерное пространство. 
В случае заданного вектора w весов wt значимости и экспериментально найденном векто-

ре c отсчётов мгновенного комплексного спектра последовательности X, зашумленный 
фрагмент X(2) которой подвергнут низкочастотной фильтрации с целью уменьшения влияния 
аддитивного шума критерий (9) используется для нахождения оптимального значения Xопт 
вектора X отсчётов Xt исходной последовательности. 

Аналитическое решение 
Для определения оптимального значения Xопт вектора X необходимо отыскать глобаль-

ный минимум целевой функции (9). Итак, начнем взять первую производную по комплекс-
ному вектору X и, приравняв её к T-мерному нулевому вектору-столбцу 0. В статье опреде-
ляется искомый оптимальный вектор Xопт отсчетов последовательности оптимизированной 
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модели при заданной матрице W весов wt значимости элементов sl вектора s её комплексного 
спектра. 

Из этого следует, что можно взять производную по X от функции (9): 
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где   – знак равносильности математических выражений. 
По условию задачи экстремумы целевой функции (10) определяется при положительно-

сти матрицы ее вторых производных. Взяв вторую производную по X от функции (10), полу-
чим: 
 2 2 H Hd E( ) / d 0, X X W F FW  (11) 
т.к. матрица вторых производных представляет собой произведение AHA одной и той же 
матричной величины A, где A=FW [9]. 

Согласно (11) найденное значение Xопт в (10) является оптимальным по критерию (9), т.е. 
глобальным минимумом целевой функции Ε(X). 

Результаты статистического моделирования 
Для оценивания результатов статистического моделирования в работе были построены 

спектральные плотности мощности с помощью авторегрессионных параметрических мето-
дов [1, 10, 11]. В качестве тестового сигнала были использованы зашумлённые гармониче-
ские колебания с единичной амплитудой и частотой 10 Гц при частоте дискретизации 100 
отсчетов в секунду. 

Для определения момента θ разладки используются теория разладок Колмогорова [2, 4]. 
Результаты оценки СПМ с помощью авторегрессионных параметрических методов при 

порядке p модели p = 5, числе T = 100 наблюдений, среднеквадратических отклонениях 
σ1 = 10−3 и σ2 = 1 шума приведены на рисунке 2. 

 
Рисунок 2 – Оценки спектральных характеристик 

Figure 2 – Estimation of spectral characteristics 
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На рисунке 2 приведены результаты моделирования, причём S(l/L) – нормированная к 
своему максимальному значению спектральная характеристика в относительных единицах; 
l/L – относительная частота, числено равная отношению номера l текущего спектрального 
отсчёта к общему числу L спектральных отсчётов (L = 1000); пунктирная тонкая линия 1 – 
энергетический контрольный спектр, полученный с помощью АР-модели 20-го порядка по 
незашумлённому полезному сигналу; штрихпунктирная тонкая кривая 2 – СПМ, полученная 
на основе предложенного метода с помощью АР-модели (p = 5); штрихпунктирная жирная 
линия 3 – СПМ, полученная с использованием простой АР-модели того же порядка p = 5 по 
последовательности X без взвешивания её отсчётов компонентами wm, wn вектора w. 

Как видно из рисунка 2, более близкие к контрольному спектру (пунктирная тонкая кри-
вая 1) результаты дал предлагаемый (штрихпунктирная тонкая линия 2) метод. Предлагаемая 
модифицированная модель имеет более высокое качество спектральных оценок, чем обыч-
ный параметрический АР-метод при воздействии нестационарных по мощности шумовых 
помех. 

Оценка эффективности 
С целью определения эффективности предлагаемого подхода к спектральному анализу 

сигналов на фоне аддитивных нестационарных по мощности шумов использован критерий 
нормированного квадрата длины Εs вектора εs невязки между векторами отсчетов СПМ: 
 Εs = εs

Tεs/L, где s  ε c s  , (12) 
где c  – L-мерный вектор СПМ контрольной модели, в качестве которой использован энерге-
тический спектр, полученный с помощью АР-модели большого (p = 20) порядка по незашум-
лённому сигналу; s  – L-мерный вектор СПМ, полученный соответствующими АР-методами. 

В таблице 1 введены результаты сравнения адекватности моделирования с использова-
нием различных подходов. 

Таблица 1 – Качество моделирования 
Table 1–Modeling quality 

Модели 
Длина Т 
выборки X 

Обычная Предлагаемая 

100 0,099 0,019 
200 0,083 0,011 
300 0,056 8,236∙10−3 

При формировании зависимости величины Εs от длины T временной выборки моделей, 
приведенных в таблице 1, принято: p = 5, L = 1000, σ1 = 10−3, σ2 = 10−0,5. Из таблицы 1 видно, 
что нормированные квадраты длин Εs векторов εs невязки для оценки СПМ процесса предла-
гаемым подходом в широком диапазоне изменений длины T выборки X имеют меньшие зна-
чения и, следовательно, высокие адекватности по сравнению с известным методом. Для при-
мера, при T = 200 путём использования предлагаемого подхода выигрыши по критерию (12) 
к оценке спектра существенно достигают 7,5 раз по сравнению с обычным АР-методом. 

Проанализируем влияние порядка p на результаты сравнения адекватности моделирова-
ния с использованием различных подходов (см. таблицу 2). При формировании зависимости 
десятичного логарифма величины Εs от порядка p моделей, приведенных в таблице 2, приня-
то T = 100, L = 1000, σ1 = 10−3, σ2 = 1. 

По результатам, представленным в таблице 2, легко увидеть, что предлагаемая модель 
имеет более высокое качество, чем обычная АР-модель. Компьютерные эксперименты пока-
зали, что при проведении сравнительного анализа и определении эффективности по крите-
рию (12) с обычной АР-моделью возможно снижение порядка p до 5 раз при сохранении 
точности спектрального оценивания. Например, при lgΕs = −2,183 предлагаемая методика 
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даёт возможность ограничиться порядком p=2 модели, а для обеспечения той же адекватности 
Εs спектрального оценивания с помощью обычной АР-модели необходим её порядок p = 10. 

Таблица 2 – Качество моделирования 
Table 2 – Modeling quality 

Модели 
p Обычная Предлагаемая 

2 −0,723 −2,183 
4 −1,422 −2,373 
6 −1,574 −2,756 
8 −1,669 −3,061 
10 −2,166 −3,247 

Рассмотрим в качестве иного критерия эффективности относительные отклонения ΔF 
оцененных относительных доминантных частот F̂  от истинных F: 

 %.100
ˆ





F

FF
F  (13) 

Запишем полученные значения F̂  измеренных относительных доминантных частот для 
предлагаемого метода – Fп = 0,1 (см. тонкую штрихпунктирную линию 2 на рисунке 2), а 
также, полученные для сравнения с предлагаемым методом спектрального анализа, значения, 
оцененные АР-методом – Fa = 0,103 (см. жирную штрихпунктирную линию 3 на рисунке 2). 
При величине истинной относительной частоты F = 0,1 (см. пунктирную линию 1 на рисун-
ке 2) получим, что относительная ошибка ΔF, рассчитанная по выражению (13), составляет 
для предлагаемого метода ΔFп = 0 %, а для обычного авторегрессионного метода ΔFa = 3 % 
при одинаковых порядках p = 5 моделей. 

Проведенный сравнительный анализ методик спектрального оценивания показал, что ве-
личины ΔF существенно (до 6 раз) уменьшаются при использовании предлагаемого метода 
по сравнению с обычным АР-методом в условиях воздействия на анализируемый сигнал не-
стационарного по мощности шума. 

На рисунке 3 показано влияние порядка р моделей на относительные отклонения ΔF. При 
получении зависимости относительных отклонений ΔF от порядка p моделей, приведенных 
на рисунке 3, принято T = 400, L = 1000, σ1 = 10−3, σ2 = 10−0,5 и F = 0,1. 

 
Рисунок 3 – Зависимости относительных отклонених ΔF от порядка p моделей 

Figure 3 – Dependences of relative deviations ΔF on the order p of models 

На рисунке 3 обозначены: штрихпунктирной тонкой линией 1 – относительные отклоне-
ния ΔF для предлагаемой модели; штрихпунктирной жирной линией 2 – обычной АР-моде-
ли. Анализ эффективности предложенной методики показал, что при сопоставлении по кри-
терию (13) с обычной (известной) АР-моделью (см. рисунок 3) можно уменьшить порядок p 
до 3-х раз при сохранении точности спектрального оценивания. Например, при ΔF < 10 % 
предлагаемая методика допускает использование порядка p = 2, а для обеспечения той же 
адекватности (ΔF < 10 %) спектрального оценивания с помощью обычной АР-модели необ-
ходим её порядок p = 6. 



 Вестник РГРТУ. 2022. № 80 / Vestnik of RSREU. 2022. No 80 10

Заключение 
Итак, в статье рассматривается и исследуется метод оптимизации математического опи-

сания радиосигналов на фоне кусочно-стационарных помех. Проведенные исследования по-
казали, что величины относительной длины Εs вектора εs невязки между контрольным c  и 
модельными s  спектрами существенно (от 5,2 до 7,5 раз) уменьшаются по сравнению с из-
вестным авторегрессионным методом за счёт использования предложенного подхода при 
спектральном оценивании. Предлагаемый подход дает возможность сократить порядок р в 
3…5 раза модели при сохранении той же эффективности по критерию (12), которая достига-
ется обычным АР-методом. Проведенный сравнительный анализ методик спектрального 
оценивания показал, что по критерию (13) величины ΔF существенно (до 6 раз) уменьшают-
ся путём использования предлагаемого метода по сравнению с обычным АР-методом при 
сохранении одинаковых порядков p моделей. 
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The optimization of mathematical description for piecewise-stationary radioengineering signals has 
been carried out. The structure of the algorithm and the proposed method of statistical description are pre-
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sented. The aim of the work is to increase the computational efficiency of analysis algorithms, and the accu-
racy of spectral estimation for radioengineering signals on the background of piecewise-stationary noises. 
The qualitative indicators of the proposed modified spectral analysis method are compared with the conven-
tional autoregression method. Experimental studies have shown that by using the approach proposed for 
spectral estimation, when compared with known autoregressive methods, it is possible to reduce the discrep-
ancy between control and estimated spectra by 5,2...7,5 times. When conducting a comparative analysis and 
determining efficiency with a conventional autoregressive model, a decrease in the order of p can be up to 
3...5 times. The authors have been confirmed that analyzing the spectrum of radioengineering signals under 
study relative deviations ΔF of dominant frequency estimate are significantly (up to 6 times) reduced by us-
ing the proposed modified method in comparison with autoregressive method. Winnings are achieved 
through the use of a priori information about time-varying power of interfering process. 

Key words: piecewise-stationary noise, weight vector, adaptive algorithm, autoregressive model, mo-
ment disorder, spectral estimation, power spectral density. 
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