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Цель работы – разработка математической модели устройства измерения углового отклоне-
ния объекта от заданной угловой ориентации на основе цифрового трехосного микроэлектромеха-
нического акселерометра. Входными данными модели являются массивы значений двух углов Эйле-
ра – крена и тангажа, – описывающих динамику изменения углового положения объекта интереса. 
Приведены аналитические выражения, которые описывают сигналы имитатора трехосного микро-
электромеханического акселерометра с цифровыми выходами и учитывают наличие постоянных 
смещений, различие масштабных коэффициентов по осям чувствительности, фликкер-шум сенсора 
и эффекты квантования. Рассмотрен алгоритм вычисления модуля среднего за время наблюдения 
углового отклонения Δαср от заданной угловой ориентации. Обоснован выбор минимальной разрядно-
сти аналого-цифрового преобразователя акселерометра NАЦП  10 при динамическом диапазоне 
D = 4g. Показано, что при выполнении определенных условий (максимальный по модулю элемент 
вектора постоянных смещений – не более 0,03) возможен отказ от выполнения процедуры калиб-
ровки трехосного акселерометра, если допустима относительная ошибка измерения углового от-
клонения от заданной угловой ориентации не более 5 %. 
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Введение 
Инклинометры, т.е. устройства для измерения угла отклонения объекта от вектора уско-

рения свободного падения, широко применяются в различных областях: в строительстве – 
для контроля угловых отклонений малоподвижных объектов (несущие элементы конструк-
ций здания, стволы шахт, мосты, плотины и др. [1]), в медицине – для обнаружения факта 
падений пациентов в лечебных учреждениях [2], в задачах контроля правильности выполне-
ния реабилитационных упражнений [3], в бесплатформенных инерциальных навигационных 
системах – в составе чувствительных элементов контура управления системы определения 
угловой ориентации [4, 5]. В данной работе авторами рассмотрено применение трехосного 
микроэлектромеханического (MEMS) акселерометра (ТМА) как сравнительно недорого ин-
клинометрического устройства для определения углового положения платформы тренажера-
балансира для оценки качества удержания равновесия – например строго горизонтального 
положения платформы тренажера. 

Предполагается, что для задачи измерения углового отклонения нормали к плоскости 
платформы тренажера-балансира от вертикали допустимая абсолютная погрешность измере-
ний угла составляет доли градуса, т.е. выбор в качестве чувствительного элемента инклино-
метра только ТМА позволяет обеспечить указанное требование. Поскольку важным этапом 
проектирования любых измерительных устройств является построение их имитационной мо-
дели, то актуальна задача разработки математической модели выходных сигналов ТМА [6, 7]. 

Цель работы – разработка математической модели выходных сигналов инклинометра на 
основе цифрового ТМА (ЦТМА). 
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Математическая модель выходных сигналов трехосного MEMS акселерометра 
Основными источниками погрешностей ТМА являются постоянные смещения, т.е. нену-

левые амплитуды выходных сигналов по каждой из осей чувствительности при нулевой про-
екции ускорения на данную ось, «просачивание» сигнала из соседнего канала, вызванное 
взаимной неортогональностью осей чувствительности, отличный от единицы коэффициент 
масштабирования выходного сигнала по каждой оси и собственные шумы [8]. 

Математическая модель выходных сигналов ТМА в состоянии покоя может быть пред-
ставлена [6, 7] в следующем виде: 
 ai = KT-1gi + bi + ni,  (1) 
где ai = [аxi, аyi, аzi]T и gi = [gxi, gyi, gzi]T – соответственно измеренные и действующие проек-
ции вектора ускорения свободного падения g на оси чувствительности ТМА в каждый мо-
мент времени i = 0, 1, …, N–1, где N – количество отсчетов ускорения; K – диагональная 
матрица масштабных коэффициентов размером 3×3; T – матрица коррекции размером 3×3, 
описывающая неортогональность осей чувствительности; bi = [bxi, byi, bzi]T – вектор постоян-
ных смещений; ni = [nxi, nyi, nzi]T – вектор отсчетов собственного фликкер-шума ТМА. 

Введем дополнительные ограничения на разработку модели: 
1) выходные сигналы ТМА обеспечивают измерение нормированного к g ускорения, т.е. 

||gi|| = 1, где ||  || – обозначение оператора вычисления два-нормы вектора; 
2) оси чувствительности ТМА строго ортогональны, т.е. T = E, где E – единичная матри-

ца размером 3×3; 
3) постоянные смещения ТМА в течение временного интервала выполнения измерений 

не изменяются (справедливо при постоянной температуре сенсора [9]): bi = b = [bx, by, bz]T. 
С учетом принятых ограничений перепишем (1) в виде: 

 ai = Kgi + b + ni.  (2) 
Примем следующую ориентацию осей чувствительности системы координат OXYZ, свя-

занной с ТМА: ось OX – вперед, ось OY – влево, ось OZ – вверх. Указанная ориентация осей 
характерна для большинства популярных микросхем ТМА потребительского класса точно-
сти. 

Определим матрицы поворота по крену (вокруг оси OX – угол xi) и тангажу (вокруг оси 
OY – угол yi) в i-й момент времени: 
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Тогда истинное значение проекций вектора ускорения свободного падения g на оси чув-
ствительности ТМА: 
 gi = Rx(xi)Ry(yi)[0, 0, –1]T = [–sinyi, cosyisinxi, –cosyicosφxi]T.  (3) 

Введя для компактности аналитических выражений обозначения углов Эйлера i = xi, 
i = yi, получим 
 gi = [–sini, cosisini, –cosicosφi]T.  (4) 

Подстановка (4) в (2) позволяет сымитировать выходные значения ТМА для углов Эйле-
ра i и i. 

Отсчеты фликкер-шума ni ТМА по каждой из трех его осей чувствительности в модели 
имитируются с помощью трех формирующих фильтров с бесконечной импульсной характе-
ристикой (БИХ). Каждый фильтр представляет собой каскадное соединение четырёх про-
порционально-интегрирующих фильтров первого порядка с разностными уравнениями [10]: 
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на вход которых поступает белый гауссов шум. 

Моделирование работы инклинометра на основе ТМА 
На основе сымитированных результатов измерений ТМА ai модуль углового отклонения 

платформы от заданной угловой ориентации (рисунок 1) в каждый момент времени 
i = 0, 1, …, N–1 определяется по следующему алгоритму: 

1) вычисление векторного произведения Δi = eai, где e – вектор, задающий эталонное 
угловое положение, а «» – обозначение оператора вычисления векторного произведения 
векторов; 

2) расчет текущего модуля углового отклонения от эталонной угловой ориентации: 
 Δi = |arcsin{||Δi|| / (||e|| ||ai||)}|; (6) 

3) расчет среднего за время наблюдения модуля углового отклонения от эталонной угло-
вой ориентации: 

 1 .iср
iN

a     (7) 

 
Рисунок 1 – Иллюстрация к принципу измерения текущего отклонения 

от эталонной угловой ориентации 
Figure 1 – Illustration to the principle of measuring current deviation 

from reference angular orientation 

На рисунке 2 приведены результаты имитационного моделирования работы инклиномет-
ра с ТМА для следующих параметров: 

– колебания платформы по крену φi и тангажу i описываются гармоническим законом – 
синусоидой с нулевой начальной фазой; 

– период дискретизации сигналов ТМА Tд = 10 мс (значение по умолчанию для боль-
шинства ЦТМА потребительского класса точности); 

– частоты изменения углового положения по крену  и тангажу  соответственно  
f = 1 Гц и f = 0,25 Гц; 

– амплитуды угловых отклонений по тангажу и крену равны 5°; 
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– матрица масштабных коэффициентов K = E; 
– вектор постоянных смещений b = [–0,03, 0,02, –0,06]T; 
– фликкер-шум с нулевым средним и дисперсией ш

2 = 0,0001; 
– динамический диапазон измерений ТМА: D = 4g (±2g). 
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Рисунок 2 – Сымитированные результаты измерений ТМА 

Figure 2 – Simulated MEMS-accelerometer measurements 

Для разработки имитатора сигналов ЦТМА выход модели сигналов ТМА (2) подключа-
ется к квантователю уровней, параметрами которого являются разрядность аналого-
цифрового преобразователя (АЦП) NАЦП и цена младшего значащего разряда LSB = D/2N 
(обозначение LSB – от англ. «least significant bit», младший значащий бит). 

Пример вычисления по сигналам ЦТМА значений углового отклонения платформы по 
крену φизмi и тангажу измi по формулам 
 φизмi = −atan2(ayi, azi), измi = −atan2[axi, (ayi

2 + azi
2)1/2],  (8) 

где 
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  (9) 

и разрядностью АЦП NАЦП = 8 приведен на рисунке 3. 
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Рисунок 3 – Результаты измерения углового положения платформы 

по сигналам ЦТМА при NАЦП = 8 
Figure 3 – The results of measuring platform angular position  

by MEMS-accelerometer signals at NАDC = 8 
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Результаты вычисления по (6) текущего модуля угла отклонения Δi нормали к плоско-
сти платформы от эталонного положения – вертикали e = [0, 0, –1]T – иллюстрируют зависи-
мости на рисунке 4. 
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Рисунок 4 – Заданные колебания платформы по крену φi и тангажу i и измеренный текущий 

угол отклонения от вертикали Δαi при разрядности АЦП NАЦП = 8 
Figure 4 – Given platform oscillations in roll φi and pitch i and measured current angle  

of deviation from vertical Δαi at ADC bit depth NАDC = 8 

Эффекты квантования выходных сигналов ЦТМА инклинометра при различных разряд-
ностях АЦП NАЦП иллюстрируют рисунки 5 и 6. 
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Рисунок 5 – Зависимость математического 
ожидания измеренного угла отклонения Δαср 

от NАЦП 

Figure 5 – Dependence of mathematical 
expectation of measured deviation angle Δαср 

from NАDC 

Рисунок 6 – Зависимость среднеквадратической 
ошибки измерения угла отклонения σΔα  

от NАЦП 

Figure 6 – Dependence of root-mean-square error of 
deviation angle measurement σΔα 

 from NАDC 

Из зависимостей рисунков 5 и 6 следует, что для принятых значений динамического диа-
пазона ТМА и дисперсии фликкер-шума для решения задачи оценивания средней величины 
углового отклонения следует рекомендовать выбор АЦП с разрядностью NАЦП  10. Таким 
образом, при выполнении условия LSB < 0,1ш дальнейшее увеличение разрядности АЦП 
ЦТМА инклинометра нецелесообразно. 
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Оценка угловых отклонений без предварительной калибровки 

Если MEMS-акселерометр заранее откалиброван [11-13], то для вычисления Δi вместо 
текущего вектора измерений ai в (6) выполняется подстановка вектора с учетом коррекции 
постоянных смещений и масштабных коэффициентов: 
 aкоррi = K-1(ai – b).  (10) 

В то же время представляет практический интерес применение для расчетов по (6) и (7) 
именно некалиброванного ТМА, т.е. отказ от коррекции вектора измерений ТМА по (10). 

В таблицу 1 сведены результаты оценивания по (6) и (7) среднего за время наблюдения 
углового отклонения Δαсрn при разрядности АЦП ЦТМА NАЦП = 12 относительно: 

1) заданной вектором en требуемой угловой ориентации, где 
 en = e + bn,   bn = [0,01n, 0,01n, 0,01n]T,   n = 0, 1, 2, …; 
при этом предполагается, что до начала измерений платформа с ЦТМА установлена в поло-
жение с вектором нормали e и вектор показаний en оценен путем усреднения показаний 
ЦТМА ai; обозначим эти измерения Δсрn(en); 

2) заданной вектором e требуемой угловой ориентации; обозначим эти измерения 
Δсрn(e). 

Таблица 1 – Зависимость Δαср от вектора постоянных смещений для колебаний платформы 
согласно рисунку 2 

Table 1 – Dependence of Δαср on the vector of constant displacements for platform oscillations ac-
cording to figure 2 

n bn Δсрn(en),° Δсрn(en)/Δср(e) Δсрn(e),° Δсрn(e)/Δср(e) 
0 [0, 0, 0]T 4,722 1 4,722 1 
1 [0,01, 0,01, 0,01]T 4,771 1,010 4,702 0,996 
2 [0,02, 0,02, 0,02]T 4,816 1,019 4,778 1,012 
3 [0,03, 0,03, 0,03]T 4,862 1,029 4,950 1,048 
4 [0,04, 0,04, 0,04]T 4,909 1,039 5,219 1,105 
5 [0,05, 0,05, 0,05]T 4,954 1,049 5,587 1,183 
6 [0,06, 0,06, 0,06]T 4,996 1,058 6,064 1,284 

Из численных данных таблицы 1 следует, что для проведения измерений углового от-
клонения платформы-балансира возможен отказ от процедуры калибровки ЦТМА. Напри-
мер, он обоснован, если справедлива гипотеза о том, что максимальный по модулю элемент 
его вектора постоянных смещений не превосходит 0,03, что, как правило, характерно даже 
для ТМА потребительского класса точности [7]. При этом относительная ошибка измерения 
Δср даже без этапа предварительной оценки вектора en увеличивается не более чем на 5 % 
по сравнению с откалиброванным ЦТМА, поскольку в (9) выполняется приближенное равен-
ство arctg(x)  x. 

Заключение 
Рассмотрена математическая модель инклинометра, которая позволяет оценить угловое 

положение платформы с помощью имитатора сигналов цифрового трехосного микроэлек-
тромеханического акселерометра. В рамках упрощенной математической модели сигналов 
ТМА для решения задачи измерения среднего за время наблюдения углового отклонения 
обоснован выбор разрядности АЦП акселерометра NАЦП такой, чтобы выполнялось условие 
LSB < 0,1ш: например, для динамического диапазона D = 4g минимальная разрядность 
NАЦП  10. Показано, что для нормированных к величине модуля ускорения свободного па-
дения g элементов вектора b постоянных смещений, не превосходящих 0,03, возможен отказ 
от калибровки акселерометра, если допустима относительная погрешность измерений угла 
отклонения от вертикали не более 5 %. 
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The aim of the work is to develop a mathematical model of a device that measures angular deviation of 
an object from a given angular orientation based on digital three-axis microelectromechanical accelerome-
ter. The model inputs are arrays of two Euler angles – roll and pitch – describing the dynamics of angular 
position of the object under consideration. The article contains analytical expressions that describe the sig-
nals of three-axis micro-electromechanical accelerometer imitator with digital outputs, and consider the 
presence of constant offsets, the difference of scale factors along sensitivity axes, flicker noise of the sensor, 
as well as quantization effects. An algorithm for calculating the modulus of average angular deviation Δαavrg 
from a given angular orientation during the observation period is considered. The choice of minimum digit 
capacity of analog-to-digital converter of the accelerometer is justified. The authors show that if certain 
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conditions are met (maximum modulo element of constant offsets vector is not more than 0.03), it is possible 
to ignore the calibration procedure of three-axis accelerometer, if valid relative measurement error is not 
higher than 5 %. 
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