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Цель работы – разработка методов анализа и прогнозирования временных рядов, являющихся 
аддитивной смесью низкочастотной (тренда), циклической и случайной составляющих. Особенно-
стью циклической, в частности сезонной, составляющей в рассматриваемых примерах является из-
менение ее амплитуды при переходе от одного промежутка времени, соответствующего периоду 
колебаний, к следующему периоду. Рассматривается несколько подходов к исследованию таких ря-
дов. Традиционный, когда последовательно выделяются тренд, циклическая компонента и остаток 
ряда. Модификация заключается в том, что для учета изменений амплитуды циклической компо-
ненты предложено описание коэффициентов в составе модели гармонической составляющей при 
функциях синус и косинус в виде линейных функций времени. Во втором случае все параметры моде-
ли, описывающей такой ряд, находятся совместно по методу наименьших квадратов (МНК). Это 
позволяет повысить точность, как аппроксимации ряда, так и его прогноза. Для повышения точно-
сти прогноза временных рядов, в динамике которых появляются локальные особенности, не учиты-
ваемые математической моделью ряда, предложено включать в прогнозную модель разность между 
значениями исходного ряда и оценками по используемой модели за промежуток времени, предше-
ствующий прогнозному периоду и совпадающий с ним по длине. 

Ключевые слова: временной ряд, тренд, циклическая компонента, сезонность, прогнозирование, 
дискретное преобразование Фурье, амплитудный спектр 

DOI: 10.21667/1995-4565-2024-87-111-120 

Введение 
История исследования и прогнозирования временных рядов насчитывает многие десяти-

летия. Наиболее интенсивные исследования по этой проблематике относятся к 70–80 годам 
XX века. Повышенный интерес к применению математических методов в исследовании эко-
номических систем и, в частности, в исследовании временных рядов в этот период был обу-
словлен, в первую очередь, запросами реальной экономики. Существенный импульс разви-
тию методов анализа и прогнозирования временных рядов в те годы дали фундаментальные 
работы большого числа как отечественных, так и зарубежных авторов [1-7]. В область анали-
за временных рядов были привнесены многие методы исследования из технических систем. 
Активно стал применяться спектральный анализ временных рядов [8, 9]. 

Временной ряд   Ntty ,1,   в общем случае рассматривается как аддитивная смесь низ-
кочастотной составляющей – тренда  tx , характеризующего общую динамику процесса, 
циклической компоненты  tu , частным случаем которой является сезонная компонента  ts
и случайной составляющей  t : 
           , 1, .y t x t u t s t t t N      (1) 
При этом предполагается, что период uT  циклической компоненты больше периода sT   
сезонной компоненты. Для квартальных данных 3sT , для месячных 12sT . Временные 
ряды с циклической компонентой не так часто встречаются в составе экономических вре-
менных рядов. Они больше характерны для процессов в живой природе, например одинна-
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дцати- и сорокалетний периоды активности Солнца. Поэтому модель (1) в эконометрике ча-
сто рассматривают в упрощенном виде: 
         , 1, .y t x t s t t t N     (2) 

Декомпозиция временного ряда на компоненты ,, sx  может быть выполнена непарамет-

рическими методами с использованием сглаживающих операторов    itytx
k

ki
i 


ˆ:A , 

дающих оценку тренда   xy ˆA  [10, 11]. Как показано в работе [12], для получения коррект-
ной оценки x̂  тренда длина 12 k  окна скольжения должна соответствовать периоду сезон-
ной компоненты. В нашем исследовании мы будем оперировать исключительно параметри-
ческими методами аппроксимации каждой компоненты в составе модели (2). 

Методы параметрической аппроксимации каждой компоненты в составе модели (2) хо-
рошо изучены. Интерес представляют временные ряды, сезонная компонента в которых име-
ет выраженные изменения амплитуды «периодических» колебаний. На рисунке 1 приведен 
пример такого ряда – ежеквартальная прибыль некоторого предприятия за 4 года. Он заим-
ствован из книги [13]. Как увидим ниже, амплитуда колебаний сезонной компоненты в со-
ставе этого ряда является убывающей. 

 
Рисунок 1 – Квартальные данные о прибыли 

Figure 1 – Quarterly Profit Data 
В названной книге [13] последовательно выделяются тренд x̂  и остаточный ряд 
      Ntttsty ,1,11   . Автор работы отмечает колебательные изменения остатка с 

уменьшающейся амплитудой. Для учета колебаний с уменьшающейся амплитудой предлага-
ется следующая модель: 
       Nttcbtats ,1,ln/sincos   .  

В этой модели коэффициенты при функциях синус и косинус изменяются с изменением 
времени по законам  tca ln/  и  tcb ln/ . При этом коэффициент c  подбирается вруч-
ную. В следующем разделе рассматривается математическая модель процесса, в которой 
учет изменений амплитуды колебаний осуществляется автоматически. 

Теоретические исследования 
Раздельное оценивание компонент ряда. Наиболее часто используемой моделью трен-

да временного ряда является полиномиальная модель невысокого порядка (не выше тре-
тьего). Естественно, применяются функции и из других классов, являющихся линейными 
по параметрам или приводящихся к таковым с помощью некоторых преобразований (по-
казательная, гиперболическая, логистическая и другие [13, 14]). Для выяснения порядка 
аппроксимирующего многочлена часто используется последовательное построение раз-
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ностных рядов   kNttyk  ,...,2,1,  c одновременным вычислением статистики 
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1  [13]. Степень аппроксимирующего многочлена выбирается 

равной такому номеру k (порядку разности), начиная с которого перестает изменяться 
статистика  kD . Как правило, достаточно первой, второй и редко третьей разности для 
получения вывода о порядке аппроксимирующего многочлена. Для ряда, приведенного на 
рисунке 1, подходящей является линейная функция   tbatx  . МНК-оценки парамет-
ров искомой линейной функции получились равными: 9235,2;1,92  ba . На рисунке 2 
приведены совместные графики исходного ряда   16,1, tty , тренда  tx  и остатка 
   tts  . 

 
Рисунок 2 – Временной ряд, его тренд и остаток 

Figure 2 – Time series, its trend and remainder 

Для исследования остатка       16,1,  tttstv   на наличие периодических колебаний 
был выполнен спектральный анализ остаточной компоненты. На рисунке 3 приведен график 
амплитудного спектра остатка. 

 
Рисунок 3 – Амплитудный спектр остаточной компоненты v (t)  

Figure 3 – Amplitude spectrum of a residual component  
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Локальный максимум амплитудного спектра при 5n  свидетельствует о наличии перио-
дических колебаний в составе остаточной компоненты, период которых может быть равен 4. 
Анализ остаточных значений  
  17, 2 13,7 6,7 16, 4 7,5 17, 4 8,4 10,7 3,8 17,1 8,1 9,0 2,1 8,8 1,8 15,3        v  
подтверждает этот вывод: период T  колебаний равен 4. Вместе с тем анализ разностей меж-
ду максимальными и минимальными значениями остатка в каждой группе из 4-х значений, а 
именно: 30,9; 28,1, 26,1, 24,1, говорит о том, что амплитуды колебаний изменяются во вре-
мени (убывают). Значит, остаточная компонента является квазипериодической, и для ее опи-
сания нужна математическая модель, учитывающая изменение амплитуды колебаний. При-
ем, использованный в [7], позволяет учесть изменения амплитуды колебаний. Но он рассчи-
тан на убывающие значения амплитуд колебаний и, кроме этого, требует настройки пара-
метра c для каждого нового ряда. 

Достаточно естественным представляется решение заменить постоянные значения коэф-
фициентов ba,  в модели гармоники     sincos  btats  на изменяющиеся по некото-
рому закону, например, в данном случае – по линейному закону. Подобное предложение бы-
ло сделано еще в работе [12].  Тогда общая модель временного ряда будет иметь следующий 
вид: 
             NtttbbttbbtPty n ,1,sincos 4321   . (3) 

Здесь   


n

k

k
kn tatP

0
 – многочлен степени n , являющийся аппроксимацией тренда, 

T/2   – частота колебаний. В рассматриваемом примере .5,04/2    
Как уже отмечалось во введении, возможны две схемы получения оптимальных оценок 
5n  параметров в составе модели (3) временного ряда. Раздельное получение оценок неиз-

вестных коэффициентов: сначала найти оценки коэффициентов no aaa ,...,, 1  по измерениям 

  Ntty ,1,  , затем найти остаток      tPtytv nˆ  и по этим значениям получить оценки 
коэффициентов 4321 ,,, bbbb . Поскольку все коэффициенты в модели (3) входят линейно, то 
для их нахождения можно использовать метод наименьших квадратов. 

В результате этих шагов получена следующая модель временного ряда: 
          ttttty  5,0sin025,1343,145,0cos432,0846,17924,21,92ˆ  . (4) 
Среднеквадратическая ошибка аппроксимации  

     
2

1

1

2/ˆ 







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
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


 

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t
NtytyS   

для рассматриваемого ряда )16( N  по модели (4) равна  2,967S . 
Совместное оценивание компонент ряда. Будем рассматривать следующую модель 

временного ряда:  

    


5

0k
kk tcty  , (5) 

где базисные функции  tk  имеют следующий вид: 
                    ttttttttttttt  sin,sin,cos,cos,,1 543210  , (6) 
а T/2  . Оценивание коэффициентов общей модели (5), (6) будем выполнять по хорошо 
известной формуле для МНК-оценок линейной по параметрам модели: 
 YΦс 1ˆ . (7) 
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В этой формуле  
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       T510 ,,...,,,,  yyyY  ,  

а      5....,1,0,,,,, mkkmk  y  - скалярные произведения соответствующих векторов. 
Например, 

           2 2
3 3 3 4 0 5

1 1 1 1
, cos , , cos sin , , , , sin .

N N N N

t t t t
t t t t t y t y t t t         

   

       y y  

Модель (5), (6) идентична (4). Разница заключается лишь в том, что в (4) МНК-оценки 
компонент вектора  432110 ,,,,, bbbbaa  находятся раздельно: сначала находятся оценки 10 ˆ,ˆ aa  

по значениям   16,1, tty , затем находятся оценки 4321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ bbbb  по остаточной компоненте 

      16,1101  ttaatyty . В (5) МНК-оценки с̂  6 – мерного вектора с  находятся сов-
местно по формуле (7). Для ряда, изображенного на рисунке 1, по этому алгоритму получена 
следующая модель: 
          tttttty  5,0sin805,0215,135,0cos255,0025,16772,209,91ˆ  .  

Среднеквадратическая ошибка аппроксимации исходного ряда по этой модели равна  
S = 2,860, что на 5,7 % меньше ошибки аппроксимации по аналогичной модели (3), но при 
раздельном оценивания тренда и сезонной компоненты. 

Экспериментальные исследования 
Исследуем с применением описанных выше двух подходов временной ряд ежемесяч-

ных данных, приведенный в книге [10, с. 18, табл. 1.3]. График этого ряда изображен на ри-
сунке 4.  

 
Рисунок 4 – Расстояния, пройденные авиалайнерами за месяц, тыс миль  

Figure 4 – The distances passed by airliners in a month, thousand miles 
Данный временной ряд представляет особый интерес, поскольку в его составе имеются 

возрастающий тренд и квазипериодические колебания с изменяющейся от года к году ам-
плитудой. То есть он полностью соответствует характеристикам временных рядов, для кото-
рых построена модель (5), (6). Кроме этого, в динамике ряда, начиная с 4-го года, появляют-
ся неустойчивые внутригодовые изменения, которые не учитываются предложенной моде-
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лью (5), (6). Данное обстоятельство создает существенные проблемы для прогнозирования 
ряда. Далее будет рассмотрено расширение модели (5), (6) для целей прогнозирования. 

При раздельном оценивании параметров модели (3) получены следующие результаты по 
первым 60 точкам (5 лет): 

– модель линейного тренда   ;60,...2,1,0647,498,7953ˆ  ttty  
– анализ амплитудного спектра остатка           60,1,ˆ  tttstytytv   позволил 

установить наличие периодической компоненты в составе ряда и определить ее период 
12T  (рисунок 5); 
– модель сезонной компоненты  

            60,...2,1,6/sin289,33,11326/cos05,44,1567ˆ  ttttttu  . 

 
Рисунок 5 – Амплитудный спектр остаточной компоненты      tytytv ˆ  

Figure 5 – Residual component amplitude spectrum      tytytv ˆ  

Среднеквадратическая ошибка аппроксимации исходного ряда по полученной модели 
ряда равна 561,06, что соответствует 5,1 % от среднего значения ряда на рассматриваемом 
промежутке. 

 
Рисунок 6 – Аппроксимация ряда (пунктирная линия) и остаточная компонента 

     tytytv ˆ  (график в нижней части)  
Figure 6 – Series Approximation (Dashed Line) and Residual Component 

     tytytv ˆ  (Bottom Plot) 
Рассмотрим теперь результаты аппроксимации исходного ряда на рассматриваемом вре-

менном промежутке в 5 лет по модели (5), (6) при совместном оценивании всех параметров 
модели. В этом случае получена следующая модель:  
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           ˆ 8064,7 45,438 1457,8 7,496 cos /6 1028,1 0,843 sin /6 , 1,60.y t t t t t t t            
Аппроксимация уровней временного ряда по полученной модели приведена на рисунке 6.  

Среднеквадратическая ошибка аппроксимации по данной модели ряда равна 553,66, что 
только на 1,3 % меньше по сравнению с аппроксимацией по модели (3) – при раздельном 
оценивании параметров модели.  

Прогнозирование уровней ряда. Визуальный анализ графика на рисунке 4 позволяет 
выделить три промежутка с различной динамикой процесса. Первый промежуток включает в 
себя первые три года (36 точек). На этом промежутке график ряда изменяется в целом плав-
но, за исключением 11-го, 12-го и 1-го месяцев каждого года. Второй промежуток содержит 
24 точки (4-й и 5-й) годы. Здесь, в дополнение к названным особенностям, появляются 
нарушения плавности изменения уровней ряда еще и в 5-м, 6-м и 7-м месяцах. Третий пери-
од – это последние три года. На данном промежутке динамика изменений уровней ряда про-
тиворечива и потому существенно затрудняет прогнозирование ряда. Отметим, что особен-
ности поведения ряда на выделенных трех промежутках подтверждаются и результатами мо-
делирования. Так, среднеквадратическая ошибка аппроксимации по первым 36 – точкам рав-
на S = 395,06, а по 60 точкам, как уже отмечалось выше, S = 553,66. Это на 40 % больше. 

Формальное применение полученной математической модели временного ряда для про-
гнозирования может привести к некорректным оценкам. На рисунке 7 приведены графики 
фрагмента исходного ряда (60 точек) и его прогноз по модели. 
            tttttty 6/sin504,43,11266/cos954,94,1408290,454,8078ˆ   . (8) 
МНК-оценки коэффициентов в составе (8) получены по первым 48 точкам ряда. 

 
Рисунок 7 – Исходный ряд (сплошная линия) и его прогноз на 12 месяцев 

(пунктирная линия)  
Figure 7 – Initial series (solid line) and its 12-month prognosis (dotted line) 

Среднеквадратическая ошибка прогноза по приведенной модели равна S = 745,09. Эта 
ошибка существенно больше среднеквадратической ошибки S = 503,93 аппроксимации по 48 
точкам. Причина такой большой ошибки, как уже отмечалось, заключается в появлении в 
рамках 4-го и 5-го годов резких изменений значений ряда в 5–7 месяцах. Для учета этих из-
менений предлагается прогноз осуществлять по модели (8), дополненной еще одним слагае-
мым       60,...,50,49,12ˆ1212  ttytytv . Значит, предлагается прибавлять к про-
гнозным значениям  tŷ  в каждый момент времени 60,...,50,49t  разность между значением 
ряда  12ty  в соответствующем месяце предыдущего года и его оценкой  12ˆ ty , полу-
ченной по модели (8). 

Результаты прогноза по такой модели приведены на рисунке 8. 
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Рисунок 8 – Исходный ряд (сплошная линия) и его прогноз на 12 месяцев 

(пунктирная линия)  
Figure 8 – Initial series (solid line) and its 12-month prognosis (dotted line) 

Среднеквадратическая ошибка прогноза по модифицированной таким образом модели 
равна S = 346,82, что более чем в 2 раза меньше ошибки по модели (8). Столь высокий ре-
зультат объясняется сохранением на прогнозном промежутке изменений в динамике ряда, 
которые возникли в предыдущем периоде – точки 37, 38, …, 48. 

Как уже отмечалось, в динамике ряда на промежутке 61-й – 96-й месяцы появляются су-
щественные изменения (рисунок 4). Поэтому прогноз ряда по модели (5), (6), коэффициенты 
которой найдены по первым 60-ти точкам, вперед на 12 месяцев (точки 61, 62, …, 72)  
оказывается существенно хуже. Среднеквадратическая ошибка прогноза S=1288,4. Тем не 
менее, и в этом случае добавление к прогнозным оценкам разности 
      72,...,62,61,12ˆ1212  ttytytv , позволило уменьшить среднеквадратическую 

ошибку прогноза до S = 1115,3. 

Заключение 
Предложена математическая модель временного ряда, являющегося аддитивной смесью 

низкочастотной (тренда), циклической и случайной компонент. Особенностью рассматрива-
емых рядов является возрастающая (убывающая) амплитуда колебаний циклической компо-
ненты на рассматриваемом промежутке. Для учета изменений амплитуды гармоники, ап-
проксимирующей квазипериодическую компоненту ряда, коэффициенты при функциях си-
нус и косинус находятся как линейные функции времени.  

Для учета на этапе прогнозирования кратковременных изменений в динамике ряда, не 
объясняемых математической моделью, предложено включать в прогнозную модель раз-
ность между значениями исходного ряда и оценками по используемой модели за промежуток 
времени, предшествующий прогнозному периоду и совпадающий с ним по длине. Такая мо-
дификация прогнозной модели позволяет повысить точность прогноза, особенно на проме-
жутках с особенностями в динамике ряда, не учитываемыми классическими параметриче-
скими моделями.  
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The aim of the work is to develop methods for analyzing and predicting time series that are an ad-ditive 
mixture of low-frequency (trend), cyclic and random components. A feature of cyclic, in particular, seasonal 
component in the examples under consideration is the change in its amplitude during the transition from one 
time interval corresponding to the oscillation period to the next period. Several approaches to the study of 
such series are considered. A traditional approach is when a trend, a cyclical component and the remainder 
of the series are sequentially highlighted. The modification consists in the fact that in order to account for 
changes in the amplitude of cyclic component, a description of the coefficients in the model of harmonic 
component for sine and cosine functions in the form of linear functions of time is proposed. In the second 
case, all the parameters of the model describing such a series are found together using the least squares 
method (LSM). This makes it possible to increase the accuracy of both the approximation of the series and its 
forecast. To improve the accuracy of time series forecast, in the dynamics of which local features appear that 
are not taken into account by a mathematical model of the series, the authors propose the difference between 
the values of the original series and the estimates to be included in a forecast model according to the model 
used for the time period preceding a forecast period and coinciding with it in length. 
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