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Введение 

Мультифрактал является естественным обобщением понятия монофрактала [4, 14] и поз-
воляет описать более широкий класс объектов реального мира. В то время как монофрактал 
характеризуется масштабной инвариантностью структуры, которая количественно описыва-
ется фрактальной размерностью D [2, 8, 11], мультифрактал характеризуется масштабной 
неоднородностью структуры, для описания которой используется мультифрактальный 
спектр D(q) = Dq [3, 14, 15]. Так как масштабной неоднородностью обладают практически все 
сложные системы реального мира, возникает практическая востребованность в методах фор-
мализации и   вычислений, позволяющих решать прикладные задачи формирования таких 
систем в технологиях виртуальной и дополненной реальностей [1, 7]. Особую практическую 
актуальность эта проблема приобретает в решении задач вычисления сложных структур при 
ограниченных ресурсах аппаратных платформ, например в беспилотных летальных аппара-
тах [7]. Так же слабо изученными остаются процессы вычисления мультифракталов во вре-
мени [7, 12] такие, как рост и деградация [16, 22]. В [9, 10] рассмотрены основные положения 
метода формализации процессов роста монофрактлов.  



Вестник РГРТУ. 2025. № 91 / Vestnik of RSREU. 2025. No 91  105

В силу большого многообразия мультифракталов их классификация пока не сформиро-
вана. Для целей настоящей работы авторами было предложено два типа: размерные и точеч-
ные. Элементы размерных мультифракталов представляются линейными, плоскими или объ-
емными фигурами, элементы точечных мультифракталов – точками. И размерные, и точеч-
ные элементы обеих групп имеют числовую характеристику, называемую мультифракталь-
ным параметром, весом и т.д. 

Рост мультифрактала может быть осуществлен на стационарных или растущих геомет-
рических носителях. В силу того, что геометрические носители сами могут изменяться во 
времени, возникает проблема конкатенации процессов роста основы и растущего на ней 
мультифрактала. В данной работе на простых моделях изучаются процессы роста муль-
тифракталов на растущей геометрической основе – на растущем монофрактале и на стацио-
нарной геометрической основе – на плоскости. Проанализированы возможности и предло-
жены методы управления процессом роста и спектром мультифракталов. 

Мультифрактальный анализ в процессах роста 
Мультифрактальный анализ [12, 14, 15] начинается с разбиения пространства, охватыва-

ющего исследуемый объект на N ячеек размером i . Для ячеек определяется мера i , удовле-
творяющая условию 
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Исследуемый объект называется базовым множеством меры. Суммированием по всем 
ячейкам с отличной от нуля мерой строится обобщенная статистическая сумма (обобщенная 
корреляционная функция) 
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где целочисленный параметр q – порядок обобщенной фрактальной размерности Реньи – 
принимает целочисленные значения из интервала q    . Спектр обобщенных фрак-
тальных размерностей Реньи определяется соотношением  
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в котором функция ( )q  – скейлинговая экспонента – рассчитывается в зависимости от ха-
рактера разбиения пространства на ячейки. Когда размеры всех ячеек i    одинаковы, эта 
функция приобретает вид 
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а в случае ячеек i  различных размеров рассматриваемая функция определяется как решение 
уравнения вида 
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Необходимо выделить два принципиальных случая. Если обобщенный спектр тривиален, 
т.е. qD D  не зависит от q , то исследуемое множество является монофракталом с фракталь-
ной размерностью D . Напротив, если qD  зависит от q , то исследуемое множество является 
мультифракталом. Мультифрактальной мерой упорядоченности или ширины мультифрак-
тального спектра является разница 1D D     или ее оценка 
 1 qD D   , (6) 
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при 1q  . Чем больше значение (6), тем в более широком диапазоне пространственных 
масштабов структурирована мультифрактальная система. 

В процессе роста мультифрактала изменяется его мультифрактальный спектр, анализ ко-
торого необходимо выполнять при генерации репрезентативного количества точек. В резуль-
тате проделанных авторами многочисленных машинных экспериментов (порядка десяти ты-
сяч серий) было установлено, что стабильная монотонная эволюция спектра начинается при 
генерации не менее двадцати процентов точек от их максимального числа. 

Вычисление мультифрактала на растущем монофрактале 
Один из способов сформировать мультифрактал – сделать неоднородным монофрактал. 

Для геометрического линейного монофрактала это означает, что каждому отрезку сопостав-
ляется мультифрактальный параметр, смысл которого определяется для конкретной задачи. 
Возможны два различающихся варианта таких параметров. Для аддитивных параметров, 
например массы отрезка фрактала, числа частиц, их текущее значение пропорционально 
длине отрезка 
 i i im s  , (7) 
где im   – текущее значение параметра в i-м цикле роста; i  – линейная плотность параметра; 

is  – текущая длина отрезка. Соответствующая этому параметру мера определяется соотно-
шением вида 
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Для неаддитивных параметров, например цвета, освещенности, температуры, их значе-
ния от длины отрезка не зависят. Тем не менее, и для таких величин, мера определяется со-
отношениями (7) и (8), так как является исключительно геометрической характеристикой. 

В работах [9, 10] изложены алгоритмы и закономерности роста монофрактала, в частно-
сти типа «снежинки Коха». В данной работе путём присваивания каждому отрезку массы im  
согласно соотношению (7) изучены закономерности роста мультифракталов на растущем 
монофрактале. Наглядная визуализация распределения мультифракатального параметра мас-
сы на отрезках монофрактала приведена на рисунке 1. 

Так как длина отрезков монофрактала изменялась в процессе его роста, расчет спектров 
мультифракаталов осуществлялся согласно соотношениям (1), (2), (3), (5). Управление муль-
тифрактальным спектром для вычисленных выше мультифрактлов осуществляется двумя 
способами. 

1. Вариации диапазона разброса масс. Чем шире диапазон разброса масс отрезков 
max minim m m   , тем больше ширина спектра   (6). На рисунке 2 слева представлены 

мультифрактальные спектры для различных диапазонов изменения масс im .  
2. Закономерности распределения масс. Преобразования масс отрезков задают их 

функциональную зависимость от порядка отрезков монофрактала. Например, с ростом по-
рядка отрезков монофрактала их масса уменьшается обратно пропорционально порядку. Из 
представленных на рисунке 1 изображений мультифракталов верхнее распределение соот-
ветствует массам отрезков без преобразований, а нижнее – с преобразованиями, обратно 
пропорциональными порядку фрактала k. Визуальное различие более строго фиксируется 
анализом мультифрактальных спектров. На рисунке 2, справа представлены спектры для че-
тырех простых типов степенных функциональных преобразований: пропорциональных и об-
ратно пропорциональных первой и второй степени порядка отрезка монофрактала k. 

Видно, что функциональные преобразования масс отрезков оказывают более сложное 
воздействие на спектры, чем изменение диапазона разброса масс отрезков фрактала 
(рисунок 2, слева). 
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Кривая роста мультифракталов – еще одна характеристика, которой можно управлять, 
как и мультифрактальным спектром. На рисунке 3, слева представлены кривые роста базово-
го монофрактала и растущего на нем мультифрактала. Можно выделить два свойства этих 
зависимостей. 

 
Рисунок 1 – Распределение мультифрактального параметра на отрезках монофракталов 

Figure 1 – Distribution of multifractal parameter on monofractal segments 

 
Рисунок 2 – Влияние диапазона разброса (слева) и структурных преобразований (справа) масс 

отрезков на мультифрактальные спектры 
Figure 2 – Effect of dispersion range (left) and structural transformations (right)  

of segment masses on multifractal spectra 
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1. Кривые роста обоих объектов подобны. Мультифрактал наследует логистический 
характер роста от монофрактала, на котором он определен. 

2. Кривые роста смещены (т. е. имеют фазовый сдвиг). Величиной этого сдвига мож-
но управлять путем перераспределения масс отрезков (рисунок 3, справа), сдвигом фаз роста 
длины отрезка и его массы. 

 
Рисунок 3 – Кривые роста мультифрактала на растущем монофрактале 

Figure 3 – Multifractal growth curves on growing monofractal 

Алгоритм вычисления мультифрактала на растущем монофрактале 
На основе вышеизложенных способов вычисления мультифрактала и описанного к ним 

математического аппарата был разработан алгоритм вычисления мультифрактала на расту-
щем монофрактале. Мультифрактальные структуры, анализ которых был представлен на ри-
сунках 1, 2 и 3 соответственно, были вычислены с использованием предложенного алгорит-
ма. Общая схема алгоритма вычисления мультифрактала на растущем монофрактале пред-
ставлена на рисунке 4.  

Исходя из схемы, представленной на рисунке, входными параметрами являются: количе-
ство итерационных циклов роста count_iters монофрактала; порядок фрактала fractal_depth; 
максимальная величина отрезка монофрактала max_len; начальная точка c_point, из которой 
происходят зарождение и дальнейший рост монофрактала; максимальная величина массы 
отрезка фрактала max_m. Затем происходит итерационный рост фрактала из точки, каждая 
из итераций которого записывается в массив growth_iters. По мере роста монофрактала про-
исходит рост массы отдельных его отрезков. Далее осуществляется вычисление активных 
отрезков active_segments, которые итерационно увеличиваются в длине и массе процедурой 
increase_segment. По мере достижения отрезком фрактала длины max_len и массы max_m 
формируется новый кортеж отрезков процедурой calc_base_struct, который заносится в спи-
сок активных отрезков active_segments. Процедура повторяется до тех пор, пока список ак-
тивных отрезков не пуст и все отрезки не достигли порядка фрактала fractal_depth.  

Так как в данном случае монофракталом, на котором вычислялся мультифрактал, была 
«снежинка Коха», то количество отрезков пропорционально заданному порядку фрактала 
fractal_depth и имеет значение 4k, где k – порядок фрактала. Соответственно из вышеопи-
санной схемы алгоритма вычислительная сложность [5] алгоритма представляется как: 

(4 ) (4 )k kO N O , где k – порядок фрактала, а N – количество итерационных циклов роста 
для каждого из порядка k. 

Реализация алгоритма выполнена на языке программирования Python 3.12 версии [19] с 
использованием развитых интегрируемых библиотек, таких как ursina [21], scipy [20] и 
matplotlib [17]. 
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Рисунок 4 – Схема алгоритма вычисления мультифрактала на растущем монофрактале 

Figure 4 – Scheme of the algorithm to calculate multifractal on growing monofracta 
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Точечные мультифракталы 
Точечные мультифракталы представляют собой неоднородное, структурированное про-

извольным способом множество точек. Для задач проектирования виртуальной и дополнен-
ной реальности такие мультифракталы являются ключевым инструментом. Способы генера-
ции точечных мультифракталов рассмотрены в работах [13, 14]. Мультифрактал отличается 
от однородного множества точек наличием внутренней стохастической структуры. Для гене-
рации такой структуры в рамках данной работы авторами предложен метод эпицентров, в 
котором производится генерация первичного множества точек (эпицентров), вокруг которых 
с заданным законом распределения (например, показательным, параболическим и др.) вы-
числяется вторичное множество точек (дочерние точки). В произвольный момент времени 
каждая точка из вторичного множества точек может стать эпицентром. В предельном случае 
элементами мультифрактала являются сами эпицентры, а дочерние точки вокруг них исклю-
чаются. Эта версия может быть использована, в частности, для создания стохастически од-
нородного фона – с тривиальным или слабо выраженным мультифрактальным спектром. Та-
кая структура алгоритма генерации обеспечивает большое число варьируемых параметров 
для генерации мультифракталов с требуемыми характеристиками. Поскольку в данном слу-
чае геометрической основой для построения мультифрактала является плоскость и она была 
неизменной, то в мультифрактальном анализе (1) – (4) рассматривались ячейки одинаковых 
размеров. Вероятность (1) определялась соотношением 
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где in  – число точек мультифрактала в ячейке с номером i. Рассмотрены два способа вычис-
ления мультифрактала в зависимости от характера распределения эпицентров. 

Мультифракталы со случайным распределением эпицентров. В этом случае распре-
деление эпицентров является случайным и не имеет выраженной структуры. На рисунке 5 
показаны несколько этапов процесса роста такого мультифрактала с двумя типами эпицентров 
при показательном законе распределения точек вокруг эпицентров, когда координаты точек 
определяются соотношениями 

 
ln( )ln( ) (1,2)(1,2)

0 0( 1) , ( 1)
yx

yx

pp rndrnd

i ix x y y       , (10) 
где 0 0,x y – координаты эпицентра; ,x yp p  – вероятности – случайные числа из отрезкаа [0, 1]; 

,x y   = параметры, определяющие рассеяние случайных точек вокруг эпицентра. При рав-
ных значениях параметров ,x y   = распределение точек вокруг эпицентра имеет круговую 
форму, а при их различных значениях – эллиптическую. Для наглядности точки, соответ-
ствующие эпицентрам различных типов, показаны разным цветом. 

 
Рисунок 5 – Этапы роста точечного мультифрактала с двумя типами эпицентров 

Figure 5 – Growth stages of point multifractal with two types of epicenters 
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На рисунке 6, слева представлены мультифрактальные спектры точечных мультифракта-
лов для различных значений параметров  . С уменьшением этого параметра рассеяние точек 
вокруг эпицентров увеличивается. Структура мультифрактала становится более однородной, 
и ширина спектра уменьшается. 

 
Рисунок 6 – Мультифрактальные спектры для точечных мультифракталов с показательным 

законом распределения точек вокруг эпицентров и различных значениях параметров λ (слева). 
Законы роста точечного мультифрактала (справа) 

Figure 6 – Multifractal spectra for point multifractals with exponential distribution law  
of points around epicenters and various values of parameters λ (left).  

Laws of point multifractal growth (right) 

При использовании гиперболического закона координаты точек, окружающих эпицен-
тры, определяются выражениями 

 0 0
1 1(( ) ), (( ) )
2 2i x x i y yx x a tg p y y a tg p        , (11) 

где 0 0,x y  – координаты эпицентра; ,x yp p  – вероятности – случайные числа из отрезка [0, 1]; 
,x ya a  – параметры, определяющие рассеяние случайных точек вокруг эпицентра. Поскольку 

гиперболические функции медленнее убывают, чем показательные, это приводит к умень-
шению ширины мультифрактальных спектров. Одновременное использование широкого 
набора функций распределения точек вокруг эпицентров позволяет плавно регулировать ши-
рину спектров и расширяет возможности метода по вычислению мультифракталов. 

В отличие от случая роста мультифракталов на подвижной геометрической основе, в 
данном случае управлять закономерностью роста заметно проще. На рисунке 6 справа пока-
заны три варианта закономерностей роста: линейный, показательный и логистический. Для 
получения линейной закономерности все эпицентры одновременно формировались в начале 
роста, а далее вокруг них генерировались дочерние точки. Для получения показательной за-
кономерности роста мультифрактала эпицентры, как и дочерние точки, генерировались в те-
чение всего процесса роста. Для логистического характера эпицентры генерировались в те-
чение части времени роста мультифрактала, а дальнейший рост числа дочерних точек фор-
мировал окончательное асимптотическое поведение кривой роста. 

Структурные мультифракталы. Реальные мультифракталы часто достаточно сложно 
структурированы, поэтому имеют текстуру, детали с зачатками формы и др. Для вычисления 
сложных видов структурности метод эпицентров обобщается следующими способами. 

1. Модификация закона распределения дочерних точек вокруг эпицентров. В этом 
случае резко усложняется характер распределения точек вокруг эпицентров. Для примера на 
рисунке 7 представлены два варианта таких мультифракталов. Для мультифракталов на ле-
вом рисунке ограничения на распределение точек вводились по угловому параметру, что 
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привело к формированию текстуры вида «звезда». Для мультифракталов на правом рисунке 
ограничения вводились по расстоянию до эпицентра, что привело к формированию текстуры 
кругового типа.  

 
Рисунок 7 – Мультифракталы с модифицированным законом распределения дочерних точек 

Figure 7 – Multifractals with modified distribution law of child points 

Представленные модификации имеют симметричное распределение точек вокруг эпи-
центров, ограниченное только стохастичностью генерации их координат. Выбором функций 
распределения и условий ограничения на положение точек их распределение можно сделать 
сколь угодно сложным и асимметричным. Это позволяет создавать большое разнообразие 
структур мультифракталов и управлять их мультифрактальным спектром. 

2. Модификация закономерности распределения эпицентров. Элементы текстуры и 
формы для точечных мультифракталов вводятся условиями на характер расположения эпи-
центров и модификацию условий распределения дочерних точек вокруг эпицентров согласно 
предыдущему пункту. Условия на положение эпицентров задаются уравнениями, неравен-
ствами с дополнительными условиями статистического разброса и т.д.  

На рисунке 8 представлен мультифрактал с текстурой на основе четырех типов эпицен-
тров, положения которых ограничены четырьмя функциями вида 
 1( ) 0,1( 2)( 2)( 4) 1y x x x x     ; (12) 
 2 ( ) 0,2( 3)( 4)( 4) 4y x x x x     ; (13) 

 2
3( ) 9 1 ( 3) / 5 22y x x     ; (14) 

 2
4 ( ) 9 1 / 5 15y x x   . (15) 

 
Рисунок 8 – Мультифракталы с модифицированным законом распределения эпицентров 

Figure 8 – Multifractals with modified law of epicenter distribution 
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Количество этих уравнений может варьироваться в зависимости от решения конкретных 
задач. Исследование влияния преобразований из вышепредставленных пунктов выходит за 
рамки данной работы и будет проведено в дальнейшем. 

Алгоритм вычисления точечных мультифракталов 
Алгоритм представляет собой функциональное единство трех взаимозависимых блоков, 

решающих следующие задачи: 
– вычисление массива эпицентров каждого уровня, исходя из заданного закона распреде-

ления; 
– вычисление массивов дочерних точек, каждый из которых относится к конкретному 

эпицентру, вычисленному на предыдущем этапе; 
– представление эпицентра или дочерней точки на каждой из итераций роста. 
Детальная схема алгоритма вычисления точечных мультифракталов представлена на ри-

сунке 9. 

 
Рисунок 9 – Схема алгоритма вычисления точечных мультифракталов 

Figure 9 – Scheme of multifractal point calculation algorithm 
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Вычисление эпицентров epicenters количеством epicenters_cnt может происходить на 
основе случайного закона распределения внутри сетки размером grid_size на grid_size (ре-
зультаты вычисления представлены на рисунках 5 и 7) или на основе конкретного закона 
распределения (результаты вычисления представлены на рисунке 8). В свою очередь дочер-
ние точки child_points вычисляются на основе заданного закона распределения dist_law, 
разница которых видна на рисунках 5 и 7 соответственно, и различных значений параметров 
λ. После вычисления эпицентров и относящихся к ним дочерних точек реализуется процеду-
ра представления всех точек в виде матрицы points. Матрица представляет собой массив то-
чек, представленный конкретной итерацией роста мультифрактала.  

Вычислительная сложность алгоритма определяется в форме ܱ(ܰܭ), где N – количество 
эпицентров мультифрактала; K – количество дочерних точек для каждого из эпицентров 
мультифрактала. 

Реализация алгоритма выполнена на языке программирования Python 3.12 версии [19] с 
использованием развитых интегрируемых библиотек, таких как pygame [18] и matplotlib [17]. 

Векторные или многопараметрические мультифракталы 
В задачах виртуальной и дополненной реальностей возникает проблема моделирования 

множественных объектов, которые характеризуются большим числом параметров. Напри-
мер, опавшие листья характеризуются формой листа, его размером, цветом или типом окрас-
ки, массой, ориентацией, временем падения и др. Такой сложный объект можно описать век-
тором с числом координат, равным числу характеризующих его параметров. Часть или все 
эти параметры могут быть мультифрактальными. Поэтому такой сложный комплекс муль-
тифракталов можно назвать многопараметрическим или векторным мультифракталом. Каж-
дый мультифрактальный параметр такого вектора имеет свой мультифрактальный спектр. 
Качество моделирования таких сложных объектов определяется точностью воспроизведения 
мультифрактальных спектров по каждому параметру. 

В качестве примера на рисунке 10 слева представлен объект с четырьмя параметрами: 
форма, размер, ориентация, цвет – векторный мультифрактал в форме опавших листьев, сгене-
рированный методом эпицентров. Кроме формы, три других параметра имеют мультифрак-
тальную структуру, мультифрактальные спектры которых представлены на рисунке 8 справа. 

 
Рисунок 10 – Иллюстрация векторного мультифрактала и мультифрактальные  

спектры нескольких его параметров 
Figure 10 – Illustration of vector multifractal and multifractal spectra of its several parameters 

Заключение 
В работе с целью проектирования виртуальной и дополненной реальностей разработаны ме-

тоды вычисления мультифракталов в процессе их роста. Моделирование роста выполнялось для 
размерных и точечных мультифракталов на стационарных и растущих геометрических носителях. 
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Предложены способы управления мультифрактальным спектром для мультифрактала на 
растущем монофрактале такие, как вариации диапазона разброса масс и вариации законов их 
распределения. 

Произведен анализ управления законом роста мультифракталов во времени. Установле-
но, что мультифрактал наследует закономерности роста от монофрактала с фазовым сдви-
гом, которым можно управлять.  

Разработаны способы структурирования мультифракталов с текстурой и элементами 
формы, что характерно для реальных природных мультифракталов. Предложенные решения 
имеют практическую применимость для анализа и проектирования систем маскировки и ми-
микрии [6]. 

Предложена концепция многопараметрических или векторных мультифракталов, позво-
ляющая единообразно описывать сложные мультифрактальные комплексы объектов, что да-
ет возможность анализировать мультифрактальные свойства самих объектов или отдельных 
их компонентов. 

Проведенные численные экспериментальные исследования алгоритмов вычисления 
мультифрактала на растущем монофрактале и вычисления точечного мультифрактала под-
твердили работоспособность разработанных алгоритмических структур и их практически 
приемлемую ресурсоемкость. 
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