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Рассматриваются применение математических методов при решении задач обработки цифро-
вых изображений и отдельные вопросы обработки одномерных цифровых сигналов. В одной статье 
невозможно совершить обзор всего спектра математических методов, применяемых в цифровой 
обработке сигналов. Более того, автор считает уместным говорить только о тех методах, кото-
рые разрабатывались и применялись им и его учениками в работах, выполненных в основном в ини-
циативном порядке. Поэтому рассматриваются лишь четыре группы методов. Цель работы – по-
знакомить начинающих исследователей с теми возможностями, которые предоставляют матема-
тические методы при решении как прикладных задач, так и задач фундаментального уровня в циф-
ровой обработке сигналов. 
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Введение 
Имеется большое число монографий, посвященных цифровой обработке сигналов [1-10]. 

В этом далеко неполном списке с различной степенью подробности излагаются математиче-
ские методы решения задач в цифровой обработке сигналов. В монографиях Гонсалеса Р. и 
Вудса Р. [1, 2] затрагивается едва ли не весь спектр задач цифровой обработки изображений. 
При этом в [2] изложение алгоритмов цифровой обработки изображений дополняется про-
граммами их решения на MATLAB. В монографии [5], написанной авторским коллективом 
под руководством академика Сойфера В.А., подробно излагаются теоретические вопросы 
дискретного преобразования Фурье (ДПФ) и прикладные аспекты применения ДПФ при об-
работке изображений.  

В работах [8-10], наоборот, рассматриваются вопросы относительно узкой направленно-
сти. В [8]  методы обработки изображений подстилающей поверхности в плоскости Земли 
по двум направлениям: предварительная обработка изображений, с одной стороны, и методы 
совмещения 2D и 3D изображений  с другой. В [9, 10] излагаются классические методы об-
наружения и сопровождения объектов. При этом задачи совмещения изображений и задачи 
обнаружения и сопровождения объектов относятся к числу фундаментальных задач в цифро-
вой обработке изображений. 

Далее рассматриваются 4 блока математических методов с примерами решения соответ-
ствующих задач цифровой обработки сигналов, а именно: 

1. Линейные и нелинейные операторы (фильтры): 
 фильтрация шума; 
 обнаружение импульсов и определение их параметров; 
 детектирование границ; 
 детектирование прямых на контурном изображении. 

2. Аффинные и проективные преобразования плоскости. 
3. Интерпретация косвенных измерений (восстановление размытых изображений). 
4. Комплексный контурный анализ. 
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Линейные и нелинейные операторы (фильтры) 
В системах технического зрении (СТЗ), работающих в режиме реального времени, важ-

ное место занимает блок предварительной обработки изображений. Одна из задач, решаемых 
в этом блоке, заключается в фильтрации шума. В первую очередь речь идет о фильтрации 
дискретного гауссова шума. Будем рассматривать аддитивную модель изображения :I  
 NjMiUI ijijij ,1,,1,   . (1) 

Здесь: ijU   плавная, низкочастотная составляющая изображения, ij   некоррелирован-
ный дискретный гауссов шум. Для подавления этого вида шума часто используется линейная 
фильтрация операторами A :  
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Здесь ijÎ   сглаженное значение яркости изображения в пикселе с координатами  ji, , 

st   значения весовых коэффициентов ядра оператора A  или  иначе – элементы матричной 

маски   :,
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Элементы st  матричной маски должны удовлетворять условию нормировки 
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st 1 . Из формулы (2) следует, что фильтрация шума (сглаживание изображения) 

представляет собой свертку I  матричной маски   с фрагментом I изображения в окне 
размером    1212  kk . Сглаженные значения ijÎ  яркостей изображения вычисляются в 
скользящем режиме в результате последовательного сдвига матричной маски по строке 
изображения с последующим переходом на следующую строку. 

Эффективность подавления шума линейными фильтрами определяется подбором коэф-
фициентов st  матричной маски   и может быть оценена в условиях некоррелированного 
гауссова шума  коэффициентом остаточного уровня шума [11-13]: 
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Для оператора 1A  с равномерной маской   kktskst ,,,121 2  , коэффициент  k1  
равен  121 k . Для оператора 2A  с маской   в виде степеней числа 2, а именно: 
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Например, при :2k
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  2,0
5
121  . Это означает, что оператор 1A  с равномерной маской размером 5х5 подавля-

ет 80 % шума, а оператор 2A   74 %. 
В работе [12] доказывается, что фильтрация дискретного белого шума, обеспечиваемая опе-

ратором 1A , является неулучшаемой в классе линейных операторов. Обратная сторона этого 
свойства оператора 1A  заключается в размытии границ перепада яркостей. И это размытие 
тем больше, чем больше размер маски. В этом смысле применение для фильтрации дискрет-
ного белого шума оператора 2A  с маской небольшого размера 3х3 или 5х5 предпочтитель-
нее. Хотя размытие границ перепада яркостей является общим свойством всех линейных 
операторов, не исключая и оператор 2A . 

Альтернативный способ фильтрации дискретного белого шума, существенно снижаю-
щий размытие изображений, заключается в применении нелинейных операторов. Нелиней-
ные операторы позволяют учитывать локальные особенности яркостей пикселей в пределах 
маски оператора. Наиболее известными и часто применяемыми на практике являются била-
теральный фильтр и сигма-фильтр. В билатеральном фильтре [14] 
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учет локальных особенностей яркостей пикселей осуществляется сразу с помощью двух ко-
эффициентов. Первый     222 2exp kts   учитывает степень удаления пикселя в преде-

лах маски от ее центра: чем дальше пиксель, тем меньший вклад его яркости в оценку сгл
îjI в 

(4). Второй      22
, 2exp dII ijtjsi    учитывает разность яркостей текущего tjsiI  ,  и 

центрального ijI  пикселей: чем больше модуль этой разности, тем меньше вклад текущего 
пикселя в итоговую оценку (4). Для корректной работы билатерального фильтра необходимо 
удачно подобрать коэффициент d  в составе второго множителя весовой функции stw . Су-
щественным недостатком билатерального фильтра являются высокие вычислительные затра-
ты на его реализацию, исключающие возможность его применения в СТЗ реального времени. 

Сигма-фильтр отличается простотой алгоритма и соответственно низкой вычислитель-
ной сложностью [15]: 
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В отличие от билатерального фильтра в сигма-фильтре учет локальных особенностей 
изображений в окрестности центрального пикселя осуществляется только по перепадам яр-
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кости. Модуль разности яркостей текущего tjsiI  ,  и центрального ijI  пикселей сравнивает-

ся с пороговым значением m . Если модуль разности яркостей ijtjsi II  ,  меньше 

порогового значения  , то яркость tjsiI  ,  текущего пикселя учитывается при получении 

сглаженной оценки (5), в противном случае индикатор st  принимает значение ноль и яр-
кость пикселя не учитывается в (5). 

Для корректной работы сигма-фильтра необходимо «угадать» истинное значение средне-
квадратического отклонения   дискретного белого шума в составе обрабатываемого изоб-
ражения. Это необходимо для задания порогового значения  . Произвольное задание этого 
значения приводит либо к чрезмерному размытию изображения, либо, наоборот, к слабому 
подавлению шума. В работе [16] предложен метод оценивания дисперсии шума и модифика-
ции на этой основе сигма-фильтра. Подробный экспериментальный анализ как сглаживаю-
щих, так и размывающих свойств линейных и нелинейных операторов выполнен в работе 
[17]. Теоретические свойства линейных операторов, как уже отмечалось выше, исследованы 
в [12]. 

Линейные операторы с векторными масками могут успешно применяться для решения 
широкого круга прикладных задач. В работе [13] рассмотрены три группы задач, в которых 
эффективным оказалось применение векторных масок, получаемых методом наименьших 
квадратов. Каждая из трех масок длиной  12 k : 
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обеспечивает получение в скользящем режиме в каждой точке одномерного сигнала 
  Ntty ,1,   [или строки (столбца) изображения] МНК-оценки соответственно значения сиг-

нала  tŷ , производной первого  tŷ  и второго  ty ˆ  порядков в виде сверток: 

210 qy,qy,qy  . Здесь           ktyktytyktykty  ,1,...,,...,1,y   вектор, 
компонентами которого являются 12 k  значений обрабатываемого сигнала   Ntty ,1,  . 
При этом маска 0q  обеспечивает несмещенное оценивание многочленов до 3-й степени  
включительно, а маски 1q  и 2q   получение сглаженных оценок производных соответ-
ственно первого и второго порядков. 

В [13, 16] показано, как эффективно может быть применена маска 0q  для оценивания 
дисперсии шума в составе изображения, а маска 1q   для получения сглаженных оценок 
частных производных в составе вектора градиента в задаче детектирования границ перепада 
яркостей [18]. Отдельного внимания заслуживает маска 2q . С ее помощью можно детекти-
ровать прямые линии на контурном изображении при решении задач высокого уровня. Он 
основан на том, что вторая производная линейной функции равна нулю. Значит, свертка 

2qy  на группе пикселей, принадлежащих некоторой прямой, должна также быть равной 
нулю. Однако в пиксельном пространстве расположение пикселей, принадлежащих прямой, 
зависит от угла наклона последней к горизонтальной оси изображения. Поэтому результат 
свертки может быть и отличным от нуля. Требуется установление определенного порогового 
значения. Данный подход оказался существенно быстрее в вычислительном отношении по 
сравнению с широко известным методом Хафа. Он был применен в задаче поиска объектов с 
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прямолинейными границами на контурном изображении [19] и в задаче распознавания ста-
тических жестов ладони с применением комплексного контурного анализа [4, 20]. 

Широкое применение при решении различных прикладных задач могут найти и находят 
симметричные линейные фильтры c маской следующего вида: 

 1 1 1 1 1 1 1,..., , 0, ...,0, , ,..., ,0, ...,0, ,...,
2 2 2 1 2 1 2 1 2 2

q
r r k k k r r

         
, (7) 

где 12  kr . В составе этой маски 12 k  коэффициент в центре маски и по 12 k  коэффи-
циентов по ее краям отличны от нуля. Остальные коэффициенты равны нулю. Общая длина 
маски 12 m определяется условиями решаемой задачи. Такую маску удобно применять при 
решении задачи обнаружения изменений в динамике одномерного сигнала, а также при об-
наружении на фоне плавно изменяющейся кривой импульсов различной формы. В основе 
такого подхода лежит следующая теорема [18]. 

Теорема. Если A  произвольный симметричный оператор, весовые коэффициенты кото-
рого удовлетворяют условиям: 

а) 1


m

mj
j  (условие нормировки); 

б)  mjjj ,...,2,1   (условие симметрии), 
то оператор  B I A , где I   тождественный оператор, будет обеспечивать аннулирова-
ние многочленов первой степени, а на многочленах второй степени будет давать костант-

ное смещение ,    ...,2,102
0

0
 

 mmjjP mj
mjjB , где 2

2 jb
m

mj
j 


 . 

Здесь   2
2102 jbjbbjP    многочлен второй степени с действительными коэффи-

циентами 210 ,, bbb . 
Заметим, что значение смещения   на реальных сигналах будет близко к нулю за счет ма-

лости коэффициента 2b  (медленно изменяющаяся фоновая составляющая). 
На рисунке 1 приведен модельный пример работы оператора B  с маской (8) на последова-

тельности измерений некоторого гипотетического сигнала с медленно изменяющейся фоно-
вой составляющей и наложенными на нее гауссоподобными и параболическим импульсами. 
Амплитуды импульсов относительно фоновой составляющей равны соответственно 2, 3 и 4. 
На сигнал наложен аддитивный дискретный гауссов шум с 4,0 . 

 
Рисунок 1  Исходный сигнал (верхняя кривая), сглаженный сигнал (средняя кривая),  

результат детектирования (нижняя кривая)  
Figure 1 – Initial signal (upper curve), smoothed signal (middle curve), detection result (lower curve) 

К исходному сигналу применено сначала сглаживание с равномерной маской длиной 3 (с 
коэффициентами 1/3). Сглаженный сигнал смещен по ординате на -10 вдоль вертикальной 
оси для того, чтобы его можно было изобразить на одном рисунке с другими сигналами. За-
тем он был преобразован в выходной сигнал с применение линейного фильтра с маской (7) 



Вестник РГРТУ. 2025. № 91 / Vestnik of RSREU. 2025. No 91  173

при 4k . Длина окна скольжения (длина маски) равна 53. Результирующий сигнал близок к 
нулю на участках, содержащих только фоновую составляющую, и имеет однотипную 
структуру в области импульсов. 

Каждому импульсу отвечают три локальных экстремума: локальные минимумы распо-
ложены в точках начала  н

it  и соответственно окончания  к
it  ненулевой части каждого им-

пульса, а локальный максимум отвечает точке  max
it локального максимума импульса. Зная 

координаты  н
it ,  к

it  начала и окончания i-го импульса, можно выполнить выделение им-
пульсов из состава комбинированного сигнала. Для этого по участкам фоновой составляю-
щей некоторой фиксированной длиной до и после импульса строится многочлен второй сте-
пени, коэффициенты которого находятся методом наименьших квадратов. После вычитания 
из исходного сигнала расчетных значений фоновой составляющей получаем оценку импуль-
са. Такой подход был применен автором при создании математического обеспечения для ав-
томатизированной установки по анализу оже-спектров (для выделения оже-линий) [21] и при 
решении ряда других задач автоматизации технологических процессов. 

Аффинные и проективные преобразования плоскости 
В бортовых СТЗ летательных аппаратов (ЛА) одной из важнейших является задача сов-

мещения изображений. При этом могут решаться два типа задач: задача совмещения (ком-
плексирования) разноспектральных изображений (например, телевизионного и тепловизион-
ного) и задача совмещения разнородных изображений. Под разнородными изображениями 
понимаются реальное изображение (РИ), например телевизионное, с одной стороны, и вир-
туальное изображение (ВИ), синтезированное по цифровой карте местности, которая хранит-
ся в бортовом вычислителе, с другой. ВИ синтезируется в виде контурного изображения. По-
этому для совмещения РИ и ВИ необходимо реальное изображение преобразовать к контур-
ному виду. Совмещение разноспектральных изображений выполняется для получения улуч-
шенного изображения, на котором более контрастно выделены некоторые объекты сцены. 
Совмещение разнородных изображений на борту ЛА имеет своей целью решение обратной 
навигационной задачи с целью уточнения показаний датчиков навигационных параметров  
[8, 22-25]. При совмещении изображений, как правило, используются проективные преобра-
зования плоскости. Это объясняется тем, что они учитывают проективные искажения, кото-
рые могут возникать при съемках. Однако и аффинные преобразования могут достаточно 
успешно применяться для решения задачи совмещения.  

В работах [22-25] изложен алгоритм преобразования одного контурного изображения к 
плоскости другого с помощью аффинных преобразований, реализованных в комплексной 
плоскости. Впервые этот алгоритм был предложен в работе [22] в применении к одиночным 
замкнутым контурам на РИ и ВИ, являющимся границами некоторого объекта на подстила-
ющей поверхности Земли. Затем он был развит для применения к группам одноименных 
объектов, выделенных на РИ и ВИ [23-25]. В кратком изложении алгоритм выглядит следу-
ющим образом. Каждой точке  kkk yxM ,  на РИ ставится в соответствие комплексное число 

,kkk iyxz   а соответствующей ей точке  kkk yxM  ,  на ВИ – комплексное число 

kkk yixz  . Преобразование точек одного изображения к плоскости другого производится 
по формуле: 
 ˆk nр kz z z  . (8) 

В этой формуле kz  – точка на ВИ, прпрnр iyxz   – комплексное число, обеспечиваю-

щее преобразование точек ВИ к плоскости РИ. Для нахождения комплексного числа nрz  
необходимо найти на соответствующих контурах на РИ и ВИ по паре ключевых точек. Пусть 
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 rrr yxM ,  и  sss yxM ,  – искомые ключевые точки. Тогда комплексное число 

прпрnр iyxz   можно найти по формуле: 
ss

sr

s

r
nр zz

zz
z
zz




 . Здесь rrr iyxz  , 

sss iyxz   – координаты некоторой фиксированной точки на РИ, записанные в виде ком-
плексного числа, sz  – координаты соответствующей точки на ВИ. Преобразование (8) в ком-
плексной плоскости эквивалентно выполнению двух аффинных преобразований в простран-
стве 2R : повороту вектора на некоторый угол и сжатию (растяжению) вектора. Сдвиг вдоль 
вектора в этом случае реализуется с помощью самостоятельной процедуры. 

Аффинные преобразования плоскости не учитывают проективные искажения изображе-
ний, которые могут возникать в процессе съемок с борта ЛА и которые могут приводить к 
нарушениям параллельности прямых. Как известно, аффинные преобразования переводят 
прямые в отвечающие им прямые. Параллельность прямых сохраняется при аффинном пре-
образовании. Для учета искажений, нарушающих параллельность прямых, что присуще 
съемкам под определенным ракурсом, целесообразно применять проективные преобразова-
ния точек одного изображения к плоскости другого. В частности, такие преобразования воз-
никают при съемках подстилающей поверхности в плоскости Земли с борта воздушного суд-
на. Класс проективных преобразований евклидовой плоскости, отвечающих задаче совмеще-
ния ВИ и РИ, задается парой дробно-линейных функций  

 

11 12 13

31 32

21 22 23

31 32

1
.

1

h x h y hx
h x h y

h x h y hy
h x h y

      
    
   

 (9)

 
Здесь ),( yx  – координаты точки на реальном изображении, а ),( yx   – координаты отве-

чающей ей точки на виртуальном изображении. Для каждой пары ключевых точек 
T

iii yxX ),(  и kiyxX T
iii ,1,),(   из (9) в результате умножения обеих частей этих урав-

нений на выражение в знаменателе, т.е. на 13231  ii yhxh , получаем пару уравнений 

 31 32 11 12 13

31 32 21 22 23

,
.

i i i i i i i

i i i i i i i

x x h x y h x x h y h h
y x h y y h y x h y h h

       
        

 (10) 

В матричной форме эта система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) будет 
иметь следующий вид: 

 
1 0 0 0

0 0 0 1
i i i i i i i

H
i i i i i i

x y x x x y x
G

x y y x y y y
       

           
. (11) 

Здесь  Thhhhhhhh 3231232221131211HG   вектор неизвестных коэффициентов проек-
тивного преобразования (9). Таких коэффициентов 8, а каждая пара ключевых точек дает два 
уравнения. Значит, для нахождения оценки HĜ восьмимерного вектора HG необходимо не 
менее 4-х пар ключевых точек. Значит, в системе уравнений (11) должно быть не менее 8 
строк, порожденных соответствующими парами ключевых точек [23]. 

В реальных задачах число пар ключевых точек исчисляется десятками и даже сотнями. 
При этом некоторые пары могут содержать ложное соответствие. Выбор из множества 
 n

iii MM 1,   корректных пар точек является самостоятельной задачей, от успеха решения ко-
торой зависит адекватность построенного проективного преобразования. Известны два под-
хода к решению данной задачи. В первом случае перед составлением СЛАУ вида (11) вы-
полняется поиск на множестве  n

iii MM 1,   четырех пар ключевых точек, которые должны 
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обеспечить получение корректных оценок HĜ  вектора неизвестных параметров. Для этого 
используются программные модули, реализующие алгоритм RANSAC поиска искомых 4-х 
пар ключевых точек [26]. 

Второй подход к построению корректного проективного преобразования заключается в 
вычислении оптимальной в среднем квадратичном оценки HG при использовании всего 
набора ключевых точек, с учетом условия: 

  
2 2

11 12 13 21 22 23

1 31 32 31 32

min
1 1 ij

n
i i i i

i i hi i i i i

h x h y h h x h y hF x y
h x h y h x h y

         
                
h . (12) 

Эта задача эквивалентна поиску псевдорешения СЛАУ, получаемой из критерия 
 2 min

HG
 HAG B . (13) 

Здесь A  – основная матрица СЛАУ вида (11), но с n2  строками такой же структуры, что и 
основная матрица в (11). Применение метода наименьших квадратов к (13) приводит к нор-
мальной СЛАУ: 
   T T

HA A G A B . (14) 

Если основная матрица AAT  системы уравнений (14) является матрицей полного ранга 
(   )8AATrg , то решать эту систему целесообразно любым методом, предназначенным для 
решения систем с симметричной и положительно-определенной основной матрицей. В про-
тивном случае СЛАУ (14) можно решить методом SVD [27, 28], применив разложение мат-
рицы AAT  в произведение TUSV  левой сингулярной матрицы U , диагональной матрицы 

 0,...,0,0,,...,, 21 kdiag S  с сингулярными числами i и правой сингулярной матрицы 

V , т.е. TUSVAAT  . Решение СЛАУ (14) в этом случае с учетом ортогональности матриц 
U  и V  будет иметь следующий вид:  BAUVSG T

H
1 . 

  
а (а) б (b) 

Рисунок 2  а – реальное изображение и наложенное на него виртуальное изображение  
в виде контуров; б – результат совмещения РИ и ВИ 

Figure 2 – a – а real image and a virtual image superimposed on it in the form of contours;  
b – the result of combining RI and VI 

На рисунке 2 приведена иллюстрация совмещения РИ в градациях серого и отвечающего 
ему ВИ (контуры выделены белым цветом) с помощью построенного проективного преобра-
зования. Изображение на рисунке 2, а с простым наложением контуров ВИ на РИ подтвер-
ждает существенное несовпадение границ водных объектов и кромки леса на РИ с отвечаю-
щими им контурами на ВИ. Построенное по описанному выше алгоритму проективное пре-
образование позволило достаточно точно совместить контуры объектов. 
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Интерпретация косвенных измерений (восстановление размытых изображений) 
Во многих областях науки и техники возникает задача оценивания некоторой величины, 

которая недоступна непосредственному измерению. Вместе с тем известны результаты кос-
венных измерений, которые, в свою очередь, получены в виде некоторого интегрального 
преобразования искомой величины с неточно известным ядром (аппаратной функцией). Так, 
для исследования поверхностей элементов в микроэлектронике с неразрушающими метода-
ми контроля широко используется послойный спектральный анализ поверхностей с помо-
щью оже- или масс-спектрометров [21]. Регистрация спектров при послойном анализе с по-
мощью оже-спектрометра осуществляется в некотором заданном диапазоне  21,EE  энергий. 
Избирательность регистрирующего прибора не является идеальной, и потому он фиксирует 
не только электроны с данной энергией (ионы с данными массовыми числами), но и элек-
троны с соседними энергиями. Этот процесс описывается интегральным уравнением (ИУ) 
Фредгольма первого рода, которое для оже-спектроскопии будет выглядеть следующим об-
разом: 

      
2

1

1 2, , ,
E

E

K E U N U dU N E E E U E     . (15) 

В этом уравнении 21 , EE  – начальная и конечная энергии электронов в эксперименте; 
 UN  – истинное количество вторичных электронов, выбитых на энергии E ;  EN~  – число 

электронов на энергии E , зафиксированных регистрирующим устройством;  UEK ,  – ап-
паратная функция прибора – ядро интегрального уравнения. Решение ИУ (15) заключается 
в получении оптимальной оценки функции  UN . Фотоаппарат со смещенным фокусом 
формирует так называемое размытое изображение. Процесс размытия также описывается 
уравнением Фредгольма первого рода, но уже двумерным: 

          , , , , , , , , ,
d b

c a

K x y t s F t s dtds F x y x y a b c d      . (16) 

Здесь  stF ,  – истинная яркость пикселя  st, ;  yxF ,~  – яркость пикселя  yx,  на полу-
ченном (наблюдаемом) размытом изображении;  styxK ,,,  – аппаратная функция фотоаппа-
рата – ядро интегрального уравнения (16). 

Список прикладных обратных задач не исчерпывается приведенным перечнем. В томо-
графии, радиофизике, радиотехнике процесс обработки результатов измерений связан с ре-
шением обратных задач [29-31]. Особенностью задач (15) и (16) является то, что они в общем 
случае относятся к классу некорректных задач. Некорректность проявляется в плохой устой-
чивости получаемого решения. Малые изменения правой части ИУ (15) и (16) могут приво-
дить к сколь угодно большим изменениям решения. Для решения некорректных обратных 
задач в середине 20-го века академиком Тихоновым А.Н. и его учениками [32] были разрабо-
таны методы, позволяющие находить решения таких задач. Несмотря на глубокую теорети-
ческую проработку методов решения некорректных задач, остаются вопросы практического 
применения этих методов в условиях неточно заданных ядра и правой части интегральных 
уравнений. Пусть  

      , , ,
b

a

K x s y s ds f x a s b с x d       (17) 

– ИУ Фредгольма 1-го рода. В реальных задачах правая часть уравнения – функция  xf , а 
часто и ядро уравнения  sxK ,  известны приближено. Вместо  xf  – ее приближение, функ-
ция         xfxfxf : , а вместо ядра  sxK ,  – приближенная функция  sxKh ,  такая, 

что     hsxKsxKh  ,, . При этом погрешности измерений h,  считаются известными (в 
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реальных задачах и это предположение часто не выполняется). Поэтому прямое применение 
обратного оператора для нахождения решения задачи невозможно. Общепринятый подход к 
поиску квазиоптимального решения заключается в замене исходной некорректной задачи 
задачей условной минимизации [32]: 

 
   

 

2, , min
,

opt

y
J y f y f y

y f
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K
  

где K – интегральный оператор,    параметр регуляризации, а        dssyyy
b

a
baL  2

,2
Ω  – 

стабилизирующий функционал. В [32] доказывается, что квазиоптимальное решение  opty   
является решением интегро-дифференциального уравнения Эйлера, которому на дискретной 
сетке отвечает СЛАУ вида 
  T TK K E y K F  . (18) 

Здесь матрица K  – ядро ИУ со значениями на дискретной сетке, E  – единичная матри-
ца. Если ядро разностное, то каждая строка матрицы K  получается в результате циклическо-
го сдвига порождающего вектора  kkkk rrrrrrr ,,...,,,,...,, 11011  . В этом случае основная мат-

рица  EKKT   СЛАУ (18) будет теплицевой и ее решение целесообразно выполнять с по-
мощью экономного алгоритма, предназначенного для решения таких систем [33-35]. 

На рисунке 3 приведен пример восстановления размытого изображения (перепечатано  
из [35]). 

 
Рисунок 3 – Размытое и восстановленное изображения текста  

с ядром размером 21х21 
Figure 3 – Blurred and restored text images with a core size of 21x21 

Одно из потенциальных применений эффектов размытия изображений с использованием 
ядер специального вида может быть направлено для маскирования информации при передаче 
по открытым каналам связи. На принимающей стороне должна работать система автомати-
ческого восстановления маскированного сообщения. Такой способ маскирования передавае-
мой информации рассматривается в работе [34]. 

При восстановлении размытых (дефокусированных, косвенных) измерений регуляриза-
ционными методами используется априорная, а если есть возможность, то и апостериорная 
информация о точности  задания правой части интегрального уравнения (   ff ) и 
параметра регуляризации  . Процедуру получения квазиоптимального решения 

  ,,fyy   можно рассматривать в широком смысле как процедуру фильтрации. Связь 
методов регуляризации с оптимальной фильтрацией по Винеру отмечается в моногра-
фии [32], одним из авторов которой является основатель теории решения некорректных за-
дач академик А.Н. Тихонов. Примеры применения фильтра Винера для восстановления раз-
мытых изображений и даже программные реализации можно найти в интернете по соответ-
ствующему запросу. 
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Комплексный контурный анализ 

Комплексный контурный анализ (ККА) разработан, во-первых, для поиска на множестве 
контуров однотипного или наиболее близкого к данному контуру и, во-вторых, – для совме-
щения контуров [4, 36]. Для сравнения контуров объектов вычисляются значения автокор-
реляционных функций контуров. Пусть       nn yxyxyxsj ,,...,,,, 2211  – координатное 
описание s-го контура на i-м кадре. Вводится векторное описание контура 
   nsj aaa ,...,, 21
0  , где    nnnkkkkk yyxxnkyyxx   1111 ;,1,1,; aa . Из это-

го контура в результате циклического сдвига формируется совокупность n контуров: 
            0 1 1

1 2 2 3 1 1 2 1, ,..., , , ,..., , ,..., , , ,...,n
sj n sj n sj n n


     a a a a a a a a a a a .  

Автокорреляционные функции контуров вычисляются по формуле [36]: 
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sij sj

k s S j J k n
 

   
 

  (19) 

В формуле (19) S – число кадров, J – число анализируемых контуров. Скалярное произ-
ведение контуров     k

sjsj  ,0  в составе (19) находится по формуле 

           0
1 1 2 2, , , ... ,k

sj sj k k n k n       a a a a a a . (20) 

Отметим, что вычисления по формулам (19), (20) целесообразно выполнять с помощью 
алгоритмов, использующих быстрое преобразование (БПФ). 

Скалярные произведения  mkm aa ,  в составе формулы (20) являются эрмитовыми 

произведениями. Значит, произведения контуров     k
sjsj  ,0  являются комплексными числа-

ми для всех 0k , а          


n

m
mmsjsj vu

1

222000 ,  – действительное число. 

Автокорреляционные функции   nkksj ,1,   вычисляются для каждого j - го контура на 

каждом s -м кадре. Полученные автокорреляционные функции  ksj  подвергаются проце-
дуре передискретизации с помощью стандартной функции resample языка MATLAB для вы-
равнивания числа точек в каждом контуре. 

На рисунке 4 приведены графики автокорреляционных функций для двух водных объек-
тов с различной геометрией береговых линий, полученные в результате обработки последо-
вательности из 13 видеокадров. 

а (а) б (b) 
Рисунок 4 – Автокорреляционные функции двух замкнутых контуров водных объектов 

Figure 4 – Autocorrelation functions of two closed contours of water bodies 

Автокорреляционная функция является своеобразным портретом контура, что подтвер-
ждается рисунок 4. На множестве из 13 последовательных кадров АКФ одного и того же 
объекта ведут себя одинаково. Это позволяет получать достоверные данные о соответст-
вующих точках на изображениях по этим объектам. Аппарат ККА был успешно применен в 
работах [19, 20] при решении задач сопоставления контуров объектов с контурами эталонов. 
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Заключение 
В статье приведено изложение четырех групп математических методов с кратким анали-

зом их теоретических свойств и областей возможного применения в цифровой обработке как 
одномерных сигналов, так и изображений. Подчеркнута целесообразность применения в ал-
горитмах предварительной обработки изображений, в задачах исследования динамики одно-
мерных сигналов линейных операторов с векторными масками для сокращения вычисли-
тельных затрат. Описаны эффективные способы реализации аффинных и проективных пре-
образований в задаче совмещения разноспектральных и разнородных изображений. Приве-
дены краткие описания методов реконструкции размытых изображений и комплексного кон-
турного анализа с указанием возможных областей их применения. 
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of mathematical methods used in digital signal processing in one article. Moreover, the author considers it 
appropriate to talk only about those methods that were developed and applied by him and his students in 
works performed mainly on an initiative basis. Therefore, only four groups of methods are considered. The 
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